Licence MMIA troisiéme année Année 2006-2007

Examen du 13 juin 2007
Durée deux heures
Documents et calculatrices interdits.

Ezercice 1. Soit E I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. On note

d°(P)
P=>" a;Xx’
j=0

un élément de E. On considére les normes suivantes :

d°(P) erE) \ V2
IPlloo = sup agl, [Pllh= " laxl, [IPla={ D af
0<k<d°(P) k=0 k=0
(i) Donner une base et la dimension de l'espace E.
(ii) Etablir des inégalités de comparaison entre | - ||lso, || - l1, || - ]2 (valables pour tous les

polynémes, quel que soit leur degré).

(iii) On considere la suite de polynémes {P,},>1 définie par :
1 1
Po=14+X4+=-X%4 ...y -x",
n n

Etudier la limite de || P, — (14 X)||1, [Py — (14 X)||2 et ||Py — (1 + X)]||so. Montrer que
P, tend vers 1 + X au sens des normes || - || €t || - |2 mais pas au sens de la norme || - ||;.

(iv) Montrer que les normes || - [, || - ||1 €t || - ||2 ne sont pas équivalentes deux a deux.

Exercice 2. Soit f la fonction définie sur [—7, 7] par f(x) = z2.

(i) Pour k > 0, calculer les coefficients ¢, = [*_ f(x) cos(kx) dx.
(ii) Pour k > 1, calculer les coefficients s, = ["_ f(z)sin(kz) da.
(ili) Exprimer 'intégrale ["_ f?(z) dz en fonction des coefficients ¢, et sy
)

(iv) Calculer la somme de la série > 52 k2.

FEzercice 3. Soit E I'espace vectoriel de Hilbert (on admettra qu’il est complet) des suites {z, k >
1} de carrés sommables muni de la norme || - || définie pour z € E par

o
lz)® = ok -
k=1

Pour n > 1, soit F;, le sous-espace de E des suites dont les éléments d’indice strictement supérieur
a n sont nuls, et soit G = US| F),.
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(iii) Montrer que G est d’intérieur vide.

Montrer que F;, est un fermé d’intérieur vide.

G est-il un sous-espace vectoriel 7

Montrer que G est dense dans F.
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