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Documents et calculatrices interdits.

Exercice 1. Soit E l’espace vectoriels des polynômes à coefficients réels. On
considére l’application linéaire φ définie par

φ(P ) = P ′ .

(i) L’application φ est-elle continue ?
L’espace E étant de dimension infinie, on ne peut répondre à cette
question sans avoir spécifié une norme sur E.

Soit N1 l’application de E dans R définie par

N1(P ) =
do(P)∑
i=0

|ai| ,

pour P =
∑do(P)

i=0 aiX
i.

(ii) Montrer que N1 est une norme sur E.
On vérifie aisément les axiomes de la norme : N(P ) ≥ 0, N1(P ) = 0 si
et seulement si P = 0, N1(λP ) = |λ|N1(P ) et l’inégalité triangulaire.

(iii) Soit Pn = n−1Xn. Montrer que la suite Pn converge vers 0.
Il suffit de vérifier que N1(Pn) tend vers 0. Or on a par définition
N1(Pn) = 1/n pour tout n, donc Pn tend vers 0.

(iv) Calculer N1(φ(Pn)).
La dérivée de Pn est Xn−1 donc N1(φ(Pn)) = 1 pour tout n.

(v) L’application φ est-elle continue pour N1 ?
Puisque la suite Pn converge vers 0 mais φ(Pn) ne converge pas vers
0, on en déduit que φ n’est pas continue.

Soit N2 l’application de E dans R définie par

N2(P ) = |a0|+
do(P)∑
i=1

i|ai| ,

(vi) Montrer que N2 est une norme sur E.
On procède de même que précédemment.
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(vii) L’application φ de (E,N2) dans (E,N1) est-elle continue en zéro ?
Il faut vérifier que la norme N1(φ(P )) est petite dès que la norme
N2(P ) l’est. Or on a

N1(φ(P )) = N2(P )− |a0| ≤ N2(P ) .

Pour ε > 0 donné, on a donc N1(φ(P )) ≤ ε dès que N2(P ) ≤ ε.
L’application φ : (E,N2) → (E,N1) est donc continue en 0.

(viii) L’application φ de (E,N2) dans (E,N1) est-elle continue pour N2 ?
Une application linéaire est continue si et seulement si elle est continue
en 0, donc φ est continue pour les normes considérées à la question
précédente.

(ix) La suite Pn converge-t-elle pour N2 ? a-t-elle des valeurs d’adhérence
pour N2 ?
Montrons que La suite Pn n’est pas de Cauchy pour N2. On a pour
n 6= m des entiers positifs,

N2(Pn − Pm) = 2 .

La suite n’est donc pas de Cauchy, et de même aucune sous-suite ne
peut être de Cauchy, donc elle n’admet pas de valeurs d’adhérence.

(x) La boule unité de N2 est-elle compacte ?
On sait que la boule unité n’est jamais compacte en dimension in-
finie. Ici, on a de plus exhibé une suite n’admettant pas de valeurs
d’adhérence, ce qui est impossible si la suite était à valeurs dans un
compact.
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