Université Paris X
Maitrise MASS
Examen de séries chronologiques du 14 septembre 2005.
Documents et calculatrices interdits.
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Ezercice 1. Soit (X,Y) un vecteur Gaussien centré de matrice de covariance ( 'i ) :

(i) Soit Z = (Y — pX)/+/1 — p?. Montrer que Z est indépendante de X.
(ii) Calculer cov(X? Y?) en utilisant Z.

Soit {Xj}rez un processus Gaussien stationnaire centré de variance o
) R . _ 2 Quit A2 _ -1\ 2
d’autocorrélation r i.e. r(k) = cov(Xo, Xy)/o. Soit 6, =n"" >, _, X;.

(iii). Le processus {X?}rez est-il stationnaire ?

2 et de fonction

(iv). En utilisant la question (ii), calculer var(¢?).

(v). Donner une condition sur r pour que 62 soit un estimateur consistant de o2 ?

Ezercice 2. On considere I’équation de récurrence

1
Xy — X1+ ZLXt_Q =€+ €1, (1)

oll € est un bruit blanc centré de variance o2.

(i). Montrer qu’il existe une solution stationnaire causale centrée qui admet la représentation

X, = Z;’io Yj€—;, avec des coefficients 1; (qu’on ne cherchera pas a déterminer)
qui vérifient ¥o = 1 et D22 [1h;] < o0.

(ii). Montrer que 1; = 1.

(iii). Soit v la fonction d’autocovariance de X définie par y(t) = E[XX;]. Montrer que
pour k> 2, on a

3B) = (k= 1) + 37 (k= 2) =0 ¢l

(iv). Montrer que 'on a aussi

1(0) = 7(1) + 17(2) = (W0 + ),

1
(1) =7(0) + 379(1) = o*%o.
(v). On rappelle que la forme générale des solutions de 1'équation (2) est v(n) = (a +
bn)27". En déduire (n) pour tout n en fonction de 0% seulement.
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FEzercice 3. Soit {Z;}1ez une suite de variables i.i.d. de loi N(0,1) et soit w un réel.
Soit {X;}iez le processus défini par X; = Z; cos(wt) + Z;_; sin(wt). Le processus X est-il
stationnaire ? Calculer sa foncton d’autocovariance.

FEzercice 4. Soit (€;)iez une suite de variables i.i.d. centrées de variance o et soit a un
réel tel que |a| < 1. On considere le processus X = (X;);>o défini par

XO == O7 Xt == aXt,1 + €, t 2 1.

Soit Y = (Y})i>0 le processus défini par

o0
Y, = Zajet_j, teZ.
=0
(i) Le processus X est-il stationnaire ? Le processus Y est-il stationnaire ?

(ii) Exprimer X; en fonction de a et du processus Y.

(i) S0t 4 (Y) = Gy (1)/Fn(0), 0 Ay (1) = 17 S0 Vi¥i et Ay (0) = ot S0, V2.
a,(Y) est-il un estimateur de a7

(iv) Quelle est la loi asymptotique de /n(a,(Y) —a)?

(v) Soit a,(X) l'estimateur empirique de a, construit sur les observations X.
Exprimer a,(X) en fonction de Y et de a.

(vi) En déduire le comportement asymptotique de y/n(a,(X) — a).
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