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Ezercice 1. Soient {U,}iez et {V;}iez deux bruits blancs centrés de variances respectives

0% et 72 et mutuellement indépendants. Soient a et b des réels non nuls. On définit un

processus X = { X}z par

Xoy = alU; + bV, ,
Xotp1 = 0Uy +aViqy .

(i). On va évidemment utiliser le fait que U et V sont des bruits blancs indépendants
I'un de 'autre.

var(Xy) = var(aU; + bV})
= a*var(U;) + 2abcov(Uy, Vi) + b*var(V;) = a®o® + b*72 |
var(Xoi1) = var(bU; + aViy)
= b*var(U;) + 2abcov(Uy, Viy1) + a*var(Vi) = b%o? + a®72 |
cov(Xot, Xopy1) = cov(al; 4+ bV;, U + aViyy)
= abvar(U,) + a*cov(Uy, Vii1) + b*cov(Uy, V;) + abeov(Vi, Vig1)
abvar(U,) = abo?

cov(Xopp1, Xoy2) = cov(bUs + aViyr, aUpr + bViyq)

= abcov(Uy, Upy1) + b*cov(Uy, Vigr) + a’cov(Vigr, Upyr) + abvar(Vig)

= abvar(V,y1) = abo? .

(ii). Par définition, X dépend de U, et V pour s, ¢ entiers parmi k/2, (k—1)/2 et (k+1)/2
(qui ne sont pas simultanément entiers bien str). Si j > 3, alors (k+ 7 —1)/2 >
k+1)/2, et donc X, et Xj.; sont indépendants. Si j = 2, on vérifie séparément
pour k pair et impair que X et Xji,o sont aussi inépendants. Dans tous les cas,
COV(Xk,Xk-Jrj) = 0.

(iii). Le processus X est centré, et sa fonction de covariance s’écrit donc

['(2t,2t) = a*0” + b7
D2t + 1,2t + 1) = a’0® + b*1?,
[(2t,2t+1) = abo?
D2t +1,2t+2) =ab7?,
I(s,t)=0si|s—t >2.



(iv).

(vi).

Pour obtenir la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire au second
ordre, il faut et il suffit donc d’avoir

a’c? + v*12% = a%0? + b*7? ,

abo? = abt? .

Puisque a et b sont tous deux non nuls, il faut et il suffit donc que ¢ = 7 pour que
X soit stationnaire.

On suppose |b/a| < 1 et 'on pose 6 = b/a et e = 3~ (—0) X; ;.

La série Z;’io |0 est absolument convergente, donc le processus ¢ est bien défini,
centré et stationnaire au second ordre. Sa fonction de covariance est calculée a partir
de celle de X par bilinéarité de la covariance. Soit A € N.

cov(€o, €n) = cov (Z(—WXJ»Z(—WXH) = (=0 x(h =5 +]) .
J=0 j'=0 5.3'=0

Puisque vx (k) = 0 sauf si k = 0 ou |k| = 1, on ne garde de la somme en j’ que les
termes ;' =h+j,7 =h+j+1etj =h+j— 1. Ce dernier cas n’est pas possible
si h =0et j =0. On obtient donc pour h # 0 :

cov(eg, €p) = h Z %y vx(— (—9)h+1 Z(—

j=0
+x (D)(=0)"" D (=0)¥ = (a® + b* — abb — ab/6) (=0)" /(1 — 6%) =
7=0

Pour h = 0, la derniere somme commence a j = 1, et 'on obtient donc

var(eo) = 7 (0) (=0 = Ovx(=1) (=0 =07 ()3 (-

— (a®+b® — abb — ab/0) /(1 — 62) =

Le processus € est donc bien un bruit blanc de variance a?.

. Soit B l'opérateur de retard et soit A(z) = 1+ 0z. Le polynéme A ne s’annule pas

sur le disque unité fermé du plan complexe, et ¢ = A~1(B)X. Donc X = A(B)e.
Si [b/a] > 1, on pose n; = > (—a/b)! X;1;. On a alors X; = n; + a/bn; 1, et n est
un bruit blanc de variance b%.



Ezercice 2. Soit {X,;}ien une processus gaussien stationnaire centré. On suppose que X
admet une représentation AR(2) par rapport a un bruit blanc e :

().

(ii).

(iv).

~—

Xn + CLXn_l + bXn_2 = €p .

Exprimer a et b en fonction des autocorrélations p(1) et p(2). On note a,, et b, les
estimateurs empiriques de a et b basés sur n observations du processus X.

En multipliant les deux membres de 1’équation autorégressive par X, _1 et X, _»
(mais surtout pas par X,,), on obtient le systeme :

p(1)+a+bp(l) =0,

p(2) +ap(l) +b=0,
qui se résoud en
L=p(2) ,_p(1) = p(2)
1—p*(1)° 1—p2(1)

~

a=—p(1)

. On pose lim,,_, G, = « et lim, ., b, = (. Exprimer « et 3 en fonction de p(1) et

p(2). Que valent ces limites si le modele est correct ?
Les estimateurs empiriques des autocorrélations d’un processus autorégressif gaus-
sien stationnaire sont consistants, on a donc

(1) = p(2)

L=p(2) 5 _p
=) 1= 2 ()
Si le modele est correct, on a évidemment @ = a et 5 = b.

a=—p(1)

Si le modele est correct, le processus W,, = X,, + aX,,_1 + 6X,,_2 est un bruit blanc.
Soit Wn =X, +a,X,—1+ l;an,g. Suggérer un test pour valider 'hypothese que X
est bien un processus AR(2).

Pour tester 'adéquation de X & un modele AR(2), on calcule les autocorrélations
empiriques py;, (1), ..., pyi-(k) pour un entier £ choisi arbitrairement (par exemple
k = 3 ou 4). Si le modele est correct le vecteur py,(1),..., py (k) converge vers
un vecteur gaussien k-dimensionnel centré r{eduit, et donc la statistique de test
T, = Z?Zl P, (j) suit approximativement une loi du x* & k degrés de liberté. La
région de rejet de I'hypothese “le processus X est un AR(2) est donc de la forme
{T, > tka}, OU t, 4 est un quantile de la loi du x* a k degrés de liberté.

. En fait le processus X est un MA(1) par rapport au bruit blanc e, d’équation

X, = €, + 0¢,_1. Calculer alors les autocorrélations p(1) et p(2) de X et exprimer
« et ( en fonction de 6.

On a alors p(1) = 0/(1 + 62) et p(2) = 0, ce qui entraine
_ 2 2
Lotasey e
1+ 62+ 04 1462 +04



(vi). Montrer que W est un processus MA(3). Calculer en fonction de 6 les autocorrélations
pw (1) et pw(2).
On remplace X par son expression en fonction de e dans I’équation définissant le pro-
cessus W et on reporte les expressions de a et 3 trouvées a la question précédente :

W,=X,+aX, 1+ 08Xna=¢,+ (0 +a)e_1+ (al + [)en_o + B0, 3
6° 6 03

S a7 TG

Si 'on écrit le processus MA(3) sous la forme W, = €, + ue,_1 + ve,_o + we,_3, on
obtient :

U+ uv + vw (2)_ U+ uw
I+ +olrw2 MY T T e

pw (1) =

En remplacant par les expressions de u, v et w en fonction de 6, on obtient finale-

ment :
1) = 65(1 + 26%)
PWAS) = 177067 + 361 + 365 + 265 + 610
0*(1 + 62 + 20*
pw(l) = — ( )

1+ 262 4 30" + 365 + 208 + 010

Fxercice 3. Soit Y un processus stationnaire au second ordre, centré, de fonction d’au-
tocovariance 7y et de densité spectrale fy. Soit 1" un entier strictement positif et s une
fonction T périodique telle que Zle s(k) = 0. On considere le processus X; = s(t) + Y;.
(i). Le processus X n’est pas stationnaire car E[X;] = s(t) n’est pas constant sauf si la
fonction s est identiquement nulle ce que nous exclurons.

(ii). On pose U; = Z;‘FOlXt -

T-1 T-1 T—1
Uy=) st—i)+> Y= ZYH, Ui => E[Y;i]=0;
= l:(; 171 T-1 =
var(Uy) = ZZ’YY i—i) Z — k) (k)
=0 /=0 k=1-T
T-1T-1 T-1
cov(Up, Uy + h) = ZZ’W i—1i' +h) Z — |ED)yy (h+ k).
=0 /=0 k=1-T



(iii). Posons f(x) = fy(z) sin?(Tx/2)/sin?(z/2). Pour prouver que f est la densité spec-
trale du processus U, il suffit de prouver que ["_f(z)e*dz = cov(Up, Uy) pour
tout h. En utilisant la question précédente et le fait que fy est la densité spectrale
deY,ona:

T—1 T-1

cov(Up, Up) = Z — kD (h+ k) = Z — |&]) / Fy ()l qg

k=1-T k=1-T

T—1 2

T-1
/ fY )z Z |]€| ikx dr = / fY ) Z eikcc
k=1-T - k=0

sm :1:2) T -
/f - )e dx—/ﬂf(m)e dz .

FEzercice 4. (i). On applique le fait que X est un bruit blanc et les formules de somma-
tion rappelées dans 1’énoncé pour obtenir

elhx dz

1 n
cov(Cp(x;), Cp(x;) = — Z cov(Xy, X7) cos(ta;) cos(t'x;)
tt/=1
2 n 2
= % ;cos(txi) cos(tx;) = %l{i:j} :

cov(Sy (), Sp(z;) = ! Z cov(Xy, X7) sin(ta;) sin(t'z;)

tt'=1

02 — o?
:_E in(tx;)sin(tr;) = —1g—j ,
"2 sin(tx;) sin(tx;) G

cov(Cp(z;), Sp(z;) = ! Z cov(Xy, X7) cos(tx;) sin(t'x;)

tt'=1
02 <
= — E cos(tx;)sin(tx;) =0 .
n
t=1

(ii). Si {X;}tez est un bruit blanc gaussien, les variables C,,(z;) et S,(x;) sont conjoin-
tement gaussiennes comme combinaisons linéaires de variables i.i.d. gaussiennes
centrées. Comme elles sont de plus centrées et non corrélées, ce sont des variables
gaussiennes indépendantes et de méme variance /2.

(iii). De méme, les variables I,,(r1),..., I,(x;) sont i.i.d. et la loi de 21, (z;)/0? est la
loi du x? & deux degrés de liberté, donc la loi de I,,(x3)/0? est la loi exponentielle
standard.



