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Exercice 1. Soit {Xn} un processus stationnaire au second ordre. On suppose que {Xn}
est un processus AR(1), qui vérifie l’équation

Xn = aXn−1 + εn ,

où {εn} est une suite de variables i.i.d. centrées de variance σ2.

(i) Calculer l’autocorrélation ρ(1) en fonction de a si le modèle est correct.

(ii) Définir l’estimateur empirique ân de a basé sur la fonction d’autocovariance empi-
rique, calculée sur n observations. Quelle est la limite a∗ de l’estimateur ân lorsque
n converge vers l’infini ?

(iii) Quelle est la nature du processus Xn − a∗Xn−1. Suggérer un test pour valider l’hy-
pothse le modèle AR(1).

Le processus {Xn} est en fait un processus AR(2) inversible causal, solution de l’équation

Xn − αXn−1 − βXn−2 = εn ,

(iv) Montrer que pour que le processus soit causal, il est nécessaire d’avoir |β| < 1.

(v) Ecrire les équations de Yule Walker reliant α, β, ρ(1) et ρ(2).

(vi) Exprimer les autocorrélations ρ(1) et ρ(2) en fonction de α et β.

(vii) L’estimateur ân étant toujours défini comme précédemment, quelle est maintenant
sa limite a∗ lorsque n tend vers l’infini ? On vérifiera que l’on retrouve le résultat de
la question (ii) dans le cas β = 0.

Soient α̂n et β̂n les estimateurs de Yule Walker de α et β. On rappelle que
√

n(α̂n, β̂n) suit
asymptotiquement la loi gaussienne bidimensionnelle centrée de matrice de covariance
σ2Γ−1

2 où Γ2 est la matrice

Γ2 =

(
γ(0) γ(1)
γ(1) γ(0)

)
.

(viii) Déterminer Γ−1
2 en fonction de γ(0) et ρ(1).

(ix) Déterminer la loi asymptotique de
√

n(β̂ − β) en fonction de α et β.

(x) Déterminer la loi asymptotique de
√

nβ̂ si β = 0.

(xi) En déduire un autre test pour valider le modèle AR(1).
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Exercice 2. Soit {Un} un bruit blanc centré de variance σ2 et soit {Yn} le processus
défini par

Yn = Un + 2Un−1 , n ∈ Z .

(i) Déterminer la densité spectrale de {Yn}.
(ii) Déterminer la fonction d’autocovariance de {Yn}.
(iii) Calculer la variance τ 2 de l’erreur de prédiction à un pas sur passé infini.

(iv) On pose

Vn =
∞∑

j=0

(−2)−jYn−j .

Exprimer Vn en fonction de {Uk, k ≤ n}.
(v) Calculer var(Vn) et la fonction d’autocovariance de {Vn}. (On pourra utiliser la

définition de {Vn} ou la réponse à la question précédente.

(vi) Montrer que Yn = Vn + 1
2
Vn−1.

(vii) Soit Ŷn+1,n la prédiction de Yn+1 sur le passé {Yk, k ≤ n}. Déterminer l’erreur de

prédiction Ŷn+1,n − Yn+1.
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