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0 Préambule

Exercice 1 Variables aléatoires complexes
Si A et B sont deux variables aléatoires réelles, on appelle variable aléatoire complexe
Z = A+iB. On définit E[Z] comme le nombre complexe E[Z] = E[A] +iE[Z].
1) On suppose dans cette question que A et B sont deux variables aléatoires réelles
telles que E[A] = 1, E[B] = 2, Var[A] = 1, Var[B] = 1 et Cov[A, B] = 0. On pose
Z = A+ iB. Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de (Z — E[Z])?, et
donner E[(Z —E[Z])?] puis E[|Z —E[Z]|?]. Refaire les mémes calculs avec Var[B] = 2,
puis avec Var[B] =1 et Cov[4, B] = 1. Que remarque-t-on ?
2) Si Z est une variable aléatoire complexe, on définit Var[Z] comme E[|Z — E[Z]|?].
Montrer qu’on a toujours Var[Z] € RT et que Var[Z] vaut 0 si et seulement si Z est
une variable aléatoire constante. A-t-on Var[Z] = E[Z?] — (E[Z])??

3) On suppose dans cette question que A, A’, B et B’ sont quatre variables aléatoires
réelles centrées, de variance finie et telles que Cov[A, B'] = Cov[A’, B] = 0. On pose
Z =A+iBet Z' = A" +1B’. Montrer que

Var[Z + Z'] = Var[Z] + Var[Z'] + 2E[Z2Z"].
4) Si Z et Z' sont deux variables aléatoires complexes, on définit leur covariance comme
Cov(Z, 2| = E|(Z - E[2])(Z' - E[Z])].

Montrer que Var[Z] = Cov[Z, Z]. Donner Cov|[Z, Z'] en fonction de E[ZZ'], E[Z] et
E[Z']. Si k est un nombre complexe, a-t-on Cov|kZ, Z'] = Cov|Z,kZ') = kCov|Z,Z']?

5) Soient @ et §’ deux variables aléatoires réelles indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1].
On pose Z = exp(inf) et Z' = exp(—in¢'). Calculer E[Z], E[Z?], Var[Z], E[ZZ'] et
Cov([Z,Z'].

Exercice 2 Suites récurrentes linéaires
On se donne deux réels a et b et on considere l’ensemble E des suites réelles (uy,)nen qui
vérifient w49 = aun41 + bu, pour tout entier naturel n.

1) Si b =0, quel est 'ensemble E?

2) On suppose désormais b # 0. On suppose qu’on connait deux suites (vp, )nen €t (Wn)nen
dans F telles que les vecteurs (vg,v1) et (wg,w1) sont non colinéaires dans R?. Montrer
que si une suite (uy)nen est dans F, alors il existe deux réels A\; et A2 tels que pour
tout entier naturel n, u, = A\v, + Aw,.



2 = ax + b posséde deux racines réelles distinctes r et /.

3) On suppose que I’équation x
Montrer qu’alors les suites (™) et (') sont dans E.

4) On suppose que I’équation z? = ax + b posséde une racine double réelle 7. Montrer

qu’alors les suites (r™) et (nr™) sont dans E.

Exercice 3 Déterminants Calculer les déterminants des matrices ci-dessous.

1)

1 2 3
A=12 4 6

3 69

2) Pour n entier,
2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 1 0
B, =

: . 0
o -~ 0 1 1
0o - 0o 1 2

On pourra chercher a se ramener a ’exercice précédent.

Exercice 4 Convergence d’intégrales, intégrales doubles
1) Soit pour n € N f,, la fonction définie par f,(z) =1sin <z <n+1let f(x) =0
sinon. A-t-on lim,, [° fn(z)dz = [5° lim, f,(z)dz?

2) Donner
+oo 2k

. n
A G

0 2
/ /e_xydmdy.
o J1
1,1
[l apaes= [ ] ot
o Jo (a: (x +y)3

3) Calculer

4) A-t-on



1 Stationnarité, autocovariance

Exercice 5 Soit (X,,)necz une suite de variables aléatoires indépendantes. La variable X,
suit une loi normale centrée réduite si n est pair ou une loi uniforme U ([—v/3, +v/3]) si n
est impair. Le processus (X;,)nez est-il stationnaire au sens strict ? au sens large ?

Exercice 6 1) Soit w un réel non nul. Montrer que le processus défini par X; =
A cos(wt) 4+ Bsin(wt) pour t € Z est stationnaire, avec A et B des v.a. réelles centrées
réduites de carré intégrable et orthogonales.

n
2) Généraliser a Z(A’ cos(w;t) + Bjsin(w;t)) avec A; et B; orthogonales.
i=1

Exercice 7 Soient Z;, t € Z, des variables aléatoires réelles indépendantes de loi N(0, 02),
et soient a, b, ¢ des constantes réelles. Les processus suivants sont-ils stationnaires ? Si oui,
donner leur fonction d’autocovariance.

1) Xi=a+bZ;+cZi 4

2) Xy =a+bZy

3) X; = Zjcos(ct) + Zysin(ct)
4) Xy = Zpcos(ct)

5) X = Zycos(ct) + Z;— sin(ct)
6) Xy = ZZi1

Exercice 8 Soit (X,,)nez le processus défini sur Z par X,, = sin(27nU) ou U suit une loi
uniforme sur [0, 1.

1) (Xn)nez est-il stationnaire au sens large ?
2) (Xpn)nen+ est-il stationnaire au sens large ?

3) Montrer que pour tout n € N*| la loi de X, est indépendante de n.

Exercice 9 Soient (X;)iez et (Yi)iez deux processus stationnaires non corrélés. Montrer
que le processus (X; + Y;)iez est stationnaire. Quelle est sa fonction d’autocovariance ?

Exercice 10 Soit Y une v.a. réelle. Donner des conditions sur Y pour que les processus
suivants soient stationnaires au sens strict, au sens large.

1) Pour tout n € Z, X, =Y
2) Pour tout n € Z, X, = (-1)"Y
3) Soit \g €] — 7, 7]. Pour tout n € Z, X,, = ey

Exercice 11 Soit ¢ un entier supérieur ou égal a 1, soient pu, 01, ..., 0, des réels, et soit

pour t € Z le processus X; = € + 23:1 6j€e—j + pv avec () un bruit blanc de variance a?.

1) Le processus (X;) est-il stationnaire ?



2) Calculer sa fonction d’autocovariance.

3) Donner un estimateur sans biais et convergent de p.

Exercice 12 Soit (&)i—1,2,. une suite de v.a. indépendantes entre elles, centrées et de
variance 2. Calculer 'espérance et la covariance du processus

t
Xt == ZEZ', tZ 1.
i=1

Montrer que ce processus n’est pas stationnaire au sens large. Suggérer une transformation
pour rendre ce processus stationnaire.

Exercice 13 On considére le processus (X;)iez défini par
Xi=a+bt+ ¢
oil (€;) est un bruit blanc de variance o2. A quelles conditions ce processus est stationnaire ?
Que peut-on dire du processus différence premiere (X; — Xy—1) 7
Exercice 14 On considére le processus (X;)icz défini par
X =(-1)"+e

olt (¢) est un bruit blanc de variance o?. Montrer que ce processus n’est pas stationnaire.
Suggérer une transformation pour rendre ce processus stationnaire.

Exercice 15 On consideére le processus (X;)¢cz défini par
Xt =2+ 3t + cos(nt/2) + €

olt (¢) est un bruit blanc de variance o?. Montrer que ce processus n’est pas stationnaire.
Suggérer une transformation pour rendre ce processus stationnaire.



2 DMesure spectrale, densité spectrale

Exercice 16 Les fonctions v : Z — R suivantes sont-elles des fonctions d’autocovariance
de processus stationnaires ?

1) y(k) = 1+ k]

) (k)
3) v(k)=1silk| <1, ~(k)=0 sinon
4) y(k) = (—1)* + cos(2k)/2
5) v(k) = (=1)F + sin(2k) /2.

Exercice 17 Soient a et b deux réels non nuls, et soit v : Z — R définie par :
Y(0) = a, v(2) =v(=2) =b, et y(n) =0 si |n[#2 et |n[#2.

1) A quelles conditions sur a et b est-ce que v est la fonction d’autocovariance d’un
processus stationnaire ? Quelle est la densité spectrale associée ?

On suppose ces conditions remplies. On se demande s’il existe un processus stationnaire
du second ordre (X,,) de la forme X,, = W,, + W, _5 ou (W,,) est un bruit blanc et 0
un réel, tel que X, soit de fonction d’autocovariance 7. On pose donc (W,,)pez un
bruit blanc de variance o2 et # un réel. On sait que le processus (X,,),ez défini par
X, = W, + W, _o est stationnaire.

2) Quelle est sa fonction d’autocovariance vx ?

3) Peut-on trouver des couples (6,02) tels que vy =y ?

Exercice 18 Soit 7 : Z — R définie par : y(n) = Kal".
1) A quelles conditions sur K et a est-ce que 7 est une fonction d’autocovariance ? Quelle
est la mesure spectrale ou la densité spectrale (si elle existe) associée ?
On suppose ces conditions remplies et |a| # 1. D’apres le cours, il existe un processus
stationnaire centré gaussien (X, ),cz ayant v pour fonction d’autocovariance. Soit
W, =X, —aX,_1 pour n € Z.
2) Montrer que W), est indépendant de (X,,0 < p < n).
3) Montrer que W, est un bruit blanc gaussien.
4) Montrer que I'on peut écrire dans L2, X,, = Z ajWn,j.
Jj=0
5) Donner deux méthodes différentes pour calculer la fonction d’autocovariance yx.
Exercice 19 Processus a spectre fini : cas particulier
2

Soit A une variable aléatoire complexe centrée, de carré intégrable, de variance ]E[|A|2] =0~
Soit \g €] — 7, 7]. On pose X,, = Ae™*0 pour n € Z.



1) Montrer que (X, )nez est un processus stationnaire au sens large. Quelle est sa mesure
spectrale ? Donner une relation linéaire liant les X, et en déduire une relation entre
les covariances.

2) Réciproquement, soit (X, )nez un processus stationnaire centré de carré intégrable
a valeurs dans C et qui vérifie X,, — aX,_1 = 0 pour n € Z, ou a € C*. Que
vaut nécessairement |a|? Existe-t-il une variable aléatoire complexe centrée de carré
intégrable A et une constante Ao €] — 7, 7] tels que X,, = Ae"™ pour tout n € Z?

Exercice 20 Généralisation
Soit (Xp,)nez un processus centré de carré intégrable, stationnaire au sens large, a valeurs
complexes, de fonction de covariance v et de mesure spectrale ux. On va chercher & montrer
que les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
(a) Le support de pux est fini.
(b) Il existe une relation linéaire entre les (X,,) c’est a dire qu'il existe (aj)g=o,..., dans C
tel que Vn € Z, >0 _ apXn—k = 0.
(c) Il existe des variables aléatoires complexes (Aq, ..., A)) centrées, de carré intégrable, et
orthogonales deux a deux, et il existe (A1, ..., Ap) €] — m, 7]P distincts, tels que pour tout
nel, X,= ﬁ:l Aj el (presque stirement).
1) Montrer que (c) implique (a).
Les questions suivantes ont pour but de montrer (a) équivaut a (b).
2) Montrer I’équivalence suivante : Si (Y},)nez est un processus stationnaire centré de
fonction de covariance p, alors (i) est équivalent a (ii).
(i) il existe une relation linéaire entre les Yy, : Vn € Z,% ) _qar Yo = 0 (presque
stirement).
(ii) il existe une relation linéaire entre les p(n) : Vn € Z, Y% _, by p(n — k) = 0.
3) Montrer que si le support de px est fini, il existe une relation linéaire entre les y(n).
4) Montrer que s’il existe une relation linéaire entre les v(n) alors le support de pux est
fini.
Remarque : On ne montrera pas que (a) implique (c).



3 Vecteurs gaussiens

Exercice 21 Soit le vecteur aléatoire U = (X,Y, Z)! de loi normale N'(m, D) et tel que
E[X] =E[Y] =E[Z] =0,

E[X?] = E[Y?] = E[Z?]

E[XY] =E[YZ] = E[XZ]

L,
1/2.

1) Ecrire la densité fir de U.

2) Ecrire la fonction caractéristique ¢ de U.

Exercice 22 Soit le vecteur aléatoire gaussien (X1, Xo, X3)!, et soit a € R. Les variables
aléatoires X1, X9 et X3 sont supposées telles que
— pour i=1,2,3, X; suit la loi N'(i,4?)
— pour j # k, Cov[Xj, X}| = ajk.
1) Donner la matrice de covariance de (X7, Xs, X3)’.
2) Quel est 'ensemble des valeurs possibles du réel a ?

3) Donner la densité marginale du couple (X7, X>).

Exercice 23 Soit X une variable aléatoire de loi N'(m,02). On définit Y = (X, eX)! ot €
est une variable aléatoire indépendante de X telle que : P(e=1) =1 —-P(e = —1) = 1/2.

1) Calculer Cov[X, eX].
2) Les v.a. X et eX sont-elles indépendantes ?

3) On suppose m = 0. Quelle est la loi de X ? le vecteur Y est-il gaussien ?

Exercice 24 On considére f(z,y) = 5 exp(—3(2? + y?)) — A(z)A(y), pour z, y € R.
1) A quelles conditions f est-elle une densité de probabilité ?
2) Soit (X,Y’) un couple de v.a. de densité f.
(a) Donner la loi de X et la loi de Y. Que valent E[X] et E[Y] ?
(b) A quelle condition a-t-on Cov|[X,Y] =07
(¢) Montrer qu’il existe des fonctions A vérifiant les conditions précédentes.
)

(d) Quel est l'intérét de cet exercice ?

Exercice 25 Soit (7, X)" un vecteur aléatoire suivant une loi normale tel que : E[T] =
E[X] =1, Cov[X,T] = —1 et Var[T| = 2,Var[X] =5

1) Donner la loi conditionnelle de X sachant T = t.

2) En déduire E[X|T = t].

Exercice 26 Soit (X1, Xo, X3)! un vecteur gaussien tel que la variable aléatoire X est
centrée et a pour variance 4/3, et de plus, pour n = 1,2, si X,, = = alors X,, 11 suit une loi

N(%,1).



1) Quelles sont les lois de (X1, X2) et X2 7 En déduire la loi marginale de X3.

2) Quelles sont les lois de (X1, X2, X3) et (X1, X3)? Que peut-on dire du coefficient de
corrélation linéaire de X7 et X3 7

Exercice 27 Soit le vecteur gaussien (X,Y)! tel que la variable aléatoire X suit une loi
normale centrée réduite, et tel que la loi conditionnelle de Y|X = x est une loi normale
N(z,1) pour tout z € R.

1) Quelle est la loi marginale de Y ?

2) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

Exercice 28 Soit (X1, X2, X3) un vecteur gaussien de R3 d’espérace (1,2,1)! et de matrice
de variance

4 1 1
1 31
111

1) Que vaut E[X3|X1,X2] ?

2) Donner la loi conditionnelle de X3 sachant que X; = 1 et Xo = xo.



4 Autocorrélation partielle, prédiction

Exercice 29 Soit Y = X? + Z o X et Z sont des variables aléatoires indépendantes de
loi NV(0,1).
1) Quel est le meilleur prédicteur de Y sachant X 7 Quelle est 'erreur de prévision ?

2) Quel est le meilleur prédicteur linéaire de Y sachant X 7 Quelle est l'erreur de
prévision ?

Exercice 30 Soient (e,)nen+ une suite de variables aléatoires centrées, orthogonales. Soit
f un réel non nul, on définit alors X1 = €1, Xo =0X1 +€92,..., X,, = 0X,,_1 + €,. Trouver
le meilleur prédicteur linéaire X, 41 de X, 11 connaissant X7y, ..., X,.

Exercice 31 Soit k£ > 1 un entier, et soient X7, ..., X}, des variables aléatoires centrées,
de carré intégrable, de matrice de variance-covariance I'x inversible. Soit Y une variable
aléatoire centrée.
1) Montrer que le meilleur prédicteur linéaire de Y sachant X, ..., X est Y = taX ou
a=T3betb= t[Cov(Y,X1),...,Cov(Y, X})].
2) Montrer que Perreur de prévision est E[|Y — Y|?] = E[[Y]?] — ‘b T'§' b.
3) On suppose maintenant que les variables Xi,..., X} sont orthogonales. Montrer
I'inégalité
k 2
CovlY, X;
( OV[ 74]) S E[Y2]
_ Var[Xz]

=1

Exercice 32 Soient (X,,),ez un processus stationnaire centré de fonction de covariance vx.
On suppose que pour tout n, la matrice de variance-covariance I'y, de (X7, ..., X,,) est inver-
sible. On appelle X, 1 ;. le meilleur prédicteur linéaire de X, 1 sachant X,,, X;, 1, ..., X}, _p41.
1) Montrer que XnJrLk = 'aX ol a = F,;lbk s b = Hyx (1), yx (k) et X =
(X, X p):

2) Montrer que lerreur de prévision est

det(l—‘k_;’_l)

ok = B[l Xni = Xnsianl’] = “op

Exercice 33 Soit p un réel tel que 0 < |p| < 1/2, et soit vx : Z — R la fonction
d’autocovariance définie par

7x(0) =1, vx (1) = vx(=1) = p, vx (k) = 0si [k[ > 1.

Soit (X}, )nez un processus du second ordre, stationnaire, centré, de fonction d’autocovariance
vx. On note HX |, le passé limité a I'instant n — 1 ( c’est & dire le sous-espace vectoriel

engendré par (X,—1,...,X,_k)) et Xnk le meilleur prédicteur linéaire de X, sachant
(Xn—1,., Xn_).



1) Calculer Xmg et )A(n,4 ainsi que les erreurs de prédiction ag et ai.
2) Calculer )A(n73 par 'algorithme de Durbin-Levinson ci-dessous.

3) Montrer que u = det(I'y) vérifie la relation de récurrence : Vk > 2, up — up—1 +
p*uy_o = 0. En déduire la valeur de det(T';) et celle de limg_, oo 0,% en fonction des
solutions A\ et Ao de I'équation A\? — X + p? = 0. On notera Ay la plus grande.

4) Que vaut Pautocorrélation partielle entre X,, et X, _o?

Algorithme de Durbin-Levinson :
Soit (X, )nez un processus stationnaire. Pour p un entier non nul, on note )A(nyp le meilleur
prédicteur linéaire au sens des moindres carrés de X, sachant (X,_1, Xp—2,..., X5—p), il
s’écrit : R

Xn,p = ¢p,1Xn—1 + ¢p,2Xn—2 + ...+ d)p,an—p
pour des réels ¢, 1,...,¢p, quon cherche a déterminer. Soit ag Ierreur de prédiction

commise : ag = E[(X,, — Xy)?]. La fonction d’autocovariance de X est notée .
Alors selon 'algorithme de Durbin-Levinson, les coefficients ¢y, ; et les erreurs 0'3 sont donnés
par les équations de récurrence suivantes :

Yp) = 521 dp15 v(p — J)
bpp = o2
p—1

(fonction d’auto-corrélation partielle)

bpj = Gp-15 — Ppp Pp-1p—j, J=1,....p—1

op = op 1 (1= op,)
avec les conditions initiales
v(1)
P11 = Wa 0’3 :7(0)-

On note ci-dessous H.X le sous-espace vectoriel de L? engendré par les (Xi, k < n).

Exercice 34 Soit (X,,)nez un processus stationnaire centré orthogonal et soit Y € L? une
variable aléatoire centrée. Montrer que le projeté orthogonal de Y sur H;X, noté Py x (Y)
est égal a

io: (COV[Y, Xn—i]
3 Var[Xn_i]

=0

Xn—i

Exercice 35 Soit (X, )nez un processus stationnaire centré. Montrer que le processus
innovation

Wit1 = Xpt1 — Prx (Xnt1)

est un bruit blanc et que Vn, H)Y C H;X.

10



Exercice 36 On se place dans le cadre de ’exercice 33.

1) Soit (Wy)nez un bruit blanc de variance o2 et |§| < 1. Existe-t-il un couple (6, o?) tel
que le processus (Y, )nez défini par Y,, = W,,—0W,,_; ait pour fonction d’autocovariance
rx !

2) Montrer que pour tous n € Z et p € N, H{p C Hmﬂ et HY c HV.

3) Montrer que la série de terme général (6%Y,,_)r>0 converge dans L? vers W,. En
déduire que H,ZV C HY et que les projections sur HXV et H}L/ sont identiques.

4) Calculer PHLI(Y”) en fonction de (W))p<y puis de (Y},)p<n. Quelle est l'erreur de
prédiction 7 Retrouve-t-on les résultats de la troisieme question de ’exercice 337

11



5 Processus AR, MA, ARMA

Exercice 37 Soit p € R*, et considérons X; — pX;_1 = € ou (€)¢ez est un bruit blanc de

variance o2.

1) Montrer que si |p| = 1, il n ’existe pas de processus stationnaire X satisfaisant cette
équation.
2) On se place dans le cas |p| # 1.
(a) On suppose |p| < 1. Ecrire X sous forme de moyenne mobile. Le processus X

est-il causal 7

(b) On suppose |p| > 1. Ecrire X sous forme de moyenne mobile. Donner sa
représentation canonique en fonction du bruit blanc (1;)ez. Donner la variance
de .
3) Dans le cas |p| < 1, calculer vx(0) et la fonction d’autocorrélation px(h) en fonction
de px (1), 1 < h.

Exercice 38 Proccessus AR(2). Soit (X, )nez un processus stationnaire, qui vérifie pour

tout n € Z
Xn = _zXn—l - 2XTL—2 + €n.
3 3
1) Ecrire X sous forme moyenne mobile infinie.
2) Donner sa représentation canonique. Ecrire X sous forme moyenne mobile en fonc-
tion du bruit blanc défini dans la représentation canonique. Donner la variance de

I'innovation.

3) Calculer XnH et Xn+2 ainsi que les erreurs de prédiction.

Exercice 39 Processus MA(1). Soit X,, = W,, — aW,,_1 ou a est un réel non nul et W
un bruit blanc. Discuter suivant la valeur de a de ’écriture de W en fonction de X. Que
peut-on conclure pour les passés de X et de W 7

Exercice 40 Processus MA(q). Soient ¢ € N* et ay, ..., a4 des réels avec ay # 0. Posons
X, =21 ,aier—; ol (&)ez est un bruit blanc.

1) Calculer la fonction d’autocovariance de X.
2) Donner cette fonction dans les cas suivants :
(a) Xy = E?:o €t—i
(b) X; = € + ae—1. Calculer Corr[Xy, X;—1]; quelles sont ses valeurs possibles ?

Exercice 41 Processus MA (o). Soit (a;);>0 une suite réelle telle que 3~ a? < 400, et

soit X; = Z;‘;O aj€r—j ol (€ )tez est un bruit blanc. Calculer la fonction d’autocovariance
de X.

12



Exercice 42 On se donne deux polynémes P et @), on suppose que P n’a pas de racines
de module 1, et on suppose de plus que P et @) sont factorisables par un méme polynéme
R, c’est-‘a-dire qu’il existe deux polynoémes P; et Q1 tels que P = PR et Q = Q1 R. On
note B l'opérateur retard et on se donne un bruit blanc W et un processus stationnaire X.
Montrer que P(B)X = Q(B)W si et seulement si Pi(B)X = Q1(B)W.

Exercice 43 Soit X un processus ARMA(1,1) : Xy — 0X,_1 = ¢ + be,— avec |0 < 1 et
|b| < 1. Calculer I'autocovariance de X par les deux méthodes suivantes :

1) On écrit X sur € et on calcule vx(h).
2) On multiplie I'’équation ARMA par X;_.

Exercice 44 Reprendre I'exercice précédent avec I'équation X; — 0,8X;—1 = ¢; + 0, Tep—1 +
0,6€;_o ou € est un bruit blanc de variance 1.

Exercice 45 Soit X un processus stationnaire solution d’une équation ARMA(1,1), et dont
la densité spectrale par rapport a par rapport a % est

_2- V2 I+ ﬁe‘”lz

A ——
U 2 |14 pe

Ecrire les 4 équations ARMA possibles. Dire si elles sont causales et inversibles.

Exercice 46 Soit X un processus stationnaire, de densité spectrale

1 11+ 4 e 2
18142 e ™A 4§ e 2712

f)

par rapport a %. On admet que X est un processus ARMA.
1) Quelle est la relation ARMA canonique ? Quelle est la variance de I'innovation U ?
2) Ecrire le développement de U en fonction de X.
3) Calculer Xn+1, Xn+2 et les erreurs de prédiction.
)

4) Donner un intervalle de confiance & 95% pour X,, 2 en supposant que X est gaussien
(on donne X, 41 =10, X,, = 12).

Exercice 47 Parmi les processus ARMA suivants, trouver lesquels sont causaux et / ou
inversibles. On note () un bruit blanc centré réduit et (X;) un processus du second ordre
tel que, pour tout t € Z,

1) Xy —3Xi1=¢e+ 36013
2) X:4+1,9X: 1 +0,88X; 9 =¢6:4+0,26¢ 140, 7ct_9;
3) X:4+1,6X:1 =6 —0,4e4_1 + 0,04e4_o.
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Pour ceux qui sont causaux, calculer les fonctions d’autocovariance. Pour ceux qui sont
causaux et / ou inversibles, calculer les coefficients ¢; et / ou 7; pour j = 0,1,2,3,4 des
représentations X = 1 (B)e ou € = n(B)X.

Exercice 48 Soit (¢;) un bruit blanc centré réduit et (X;) un processus du second ordre.

1) Trouver les coefficients (1;) de la représentation X = 1(B)e pour le processus
ARMA(2,1) tel que

(I —0,5B+0,04B*)X = (1+0,25B)c¢.

Donner les valeurs pour j = 0,1, 2, 3, 4.

2) Calculer la fonction d’auto-covariance v du processus AR(3)
(I —0,5B)(I—0,4B)(I —0,1B)X =«.

Donner les valeurs de (h) pour h =0, 1,2, 3, 4.

3) Calculer les fonctions moyenne et d’auto-covariance du processus ARMA(2,1) tel que,
pour tout t € Z,
X=24+1,3Xy1—-0,4Xs o+t +e¢ 1.

Est-il causal et inversible ?
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