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MATHEMATIQUES RENFORCEES EXAMEN DU 24 JANVIER 2012

Ezercice 1. (i) Soit I’équation de récurrence u, 19 = 3u,41 — 2u,. Donner (sans justification) la forme
générale des suites solutions de cette équation et déterminer la solution telle que ug = 2 et u; = 0.

(i) Soit I'équation de récurrence wu,1 = log(1 + u,). Déterminer les limites possibles de cette suite.

Corrigé

(i) Le polynome caractéristique de I’équation de récurrence w19 = 31 — 2u, est X 2_3X +2. Ses
racines sont 1 et 2. Les solutions générales de I’équation sont donc de la forme u,, = a+b x 2". On
identifie les constantes a et b avec les conditions initiales : ug =2 = a+ b, u; = 0 = a + 2b, soit
a=4etb=—2 dou lasolution u, =4 — 2"+!,

(ii) Si une suite convergente u est solution de I’équation u, 1 = log(1+u, ), sa limite doit étre solution
de I'équation = = log(1 + x). L'unique solution de cette équation est 0, donc c’est la seule limite
possible.

FEzercice 2. (i) Déterminer les parties réelle et imaginaire et le module du nombre complexe

N\ 2
U = (3+?) x 2ei™/2
2—1

(ii) Déterminer en fonction de 6 € (0,7/2) le module et Pargument de z = 2(1 + i)2e??.

Corrigé

(i) On calcule directement |u] = 2 x 2 = 4. De plus

u:QiG%;%%$%>{:%(52&){:%ﬂ+ﬂ2:®%:—4

On obtient donc Re(u) = —4 et Im(u) = 0.
(ii) On a z = 2(2i)e?? = 4ei™/2e%0 = 4¢!20+7/2) On a donc |z| = 4 et arg(z) = 20 + 7/2.

Exercice 3. Soit a # b des nombres complexes et P un polynome. Soit « et [ les restes des divisions
euclidiennes de P par X — a et par X — b, respectivement. Déterminer le reste de la division de P par
(X —a)(X —0).

Corrigé On a P(a) = a et P(b) = f. Soit R = ¢X + d le reste de la division euclidienne de P par
(X —a)(X —b). On a alors @ = P(a) = R(a) = ac+d et f = P(b) = R(b) = bc+ d, d’ou

C:a—ﬁ d:aﬁ—ab.

a—2>b" a—>

Le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) est donc

r=2"7

af — ab
X )
a—>b + a—>b




FExercice 4. — Donner la définition de la convergence d’une suite réelle ou complexe u vers sa limite /.

La suite u converge vers ¢ si et seulement si

Ve>0,3dN,Vn>N, |u,— (| <e.

Ezercice 5. Soit S, la suite définie par S, = >, k712
(i) Soit f la fonction définie sur Ry par f(z) = 24/z. Montrer que f’ est décroissante et en déduire que

)
(i)
)

pour tout x > 0, f(z+1)— f(z) < f'(x) < f(z) — f(x —1). (On pourra admettre cette question).
(ii) En déduire que pour tout n > 1, on a 2(vVk + 1 — V&) < kY2 <2(vVk — VE —1).
En déduire que pour tout n > 1, 2(v/n+1—1) < 5, < 2y/n.

(iv) En déduire que la suite lim,,_,, S, = 0.

(v) Déduire de la question (iii) que lim,, o, n~%/2S, = 2.

Corrigé

(i)

(i)
(i)

Pour tout z > 0, on a f'(z) = \/LE et f(z) = —ﬁ donc f’ est décroissante. Par le théoreme des

accroissements finis, il existe y €|z, z + 1| tel que f(x + 1) — f(x) = f'(y) < f'(x). De méme, si
x> 1,1l existe y €]z — 1, 2] tel que f(x) — f(x — 1) = f'(y) > f'(x).
On applique I'inégalité précédente pour = = k.

On ajoute les inégalités obtenues pour k = 1 jusqu'a n :
2> (VE+1-VE) <) K <2) (VE-VE-1),
k=1 k=1 k=1

ce qui donne 2(v/n+1—-1) < S, <2(y/n—0).
La suite S,, est encadrée par deux suites qui tendent vers +oo, donc lim,,_,, S, = 00.

Si l'on divise les trois membres de I'inégalité obtenue en (iii), on obtient

vn+1-—1 S

2 < =<2,
vnoo T yn T
Or lim,,_, —V"\Jrﬁll_l =1, et I'on conclut par le lemme d’encadrement que lim,,_,o =25, = 2.
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Ezercice 1. (i) Soit I’équation de récurrence u, o = Uyy1 + 2u,. Donner (sans justification) la forme
générale des suites solutions de cette équation et n déterminer la solution telle que ug = 2 et u; = 0.

(i) Soit I'’équation de récurrence w11 = 2 — /2 — u,,. Déterminer les limites possibles de cette suite.

Corrigé

(i) Le polynome caractéristique de 'équation de récurrence u, o = Upy1 + 2u, est X? — X — 2. Ses
racines sont —1 et 2. Les solutions générales de I’équation sont donc de la forme u,, = ax (—1)"+bx
2"™. On identifie les constantes a et b avec les conditions initiales : ug = 2 = a+b, u; = 0 = —a+ 20,

soit a = 4/3 et b = 2/3, d’ott la solution u, = 3(—1)" + 2(2)".

(ii) Si une suite convergente u est solution de I’'équation u, 1 = 2—+/2 — u,, sa limite doit étre solution
de I'équation x = 2 — /2 — x. Les solutions de cette équation sont 1 et 2.

FEzercice 2. (i) Déterminer les parties réelle et imaginaire et le module du nombre complexe
1+2i\? a3
0= ( , ) < (26773
3—1

(ii) Déterminer en fonction de 6 € (0,7/2) le module et Iargument de z = (1 —1)? (e + e_w)Q.

Corrigé
(i) On obtient directement |u| = > x 8 = 4.
(1+ 2i)2 —3 4 4i (—3 + 4i)(8 + 61) 48+ 14 96 — 28i

e/ 235i7r:817r = _8 = _8 —
YTz e ¢ 8 6 (8 — 61)(8 + 61) 100 25

On obtient donc Re(u) = 96/25, Im(u) = —28/25.

(ii) Simplifions I'expression de z.

z = (—2i) (2cos(f))* = —8icos?(h) .

On a donc |z| = 8cos?(0) et arg(z) = —7/2.

Exercice 3. Soit P un polynome. Déterminer en fonction de P(1) et P’(1) le reste de la division eucli-
dienne de de P par (1 — X)2.

Corrigé Soit Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par (1 — X)2. On a alors
P=Q1-X*)+RetPP=Q'(1-X)*+2Q(1 —X)+ R.Onadonc P(1) = R(1) et P'(1) = R'(1). Si
R = aX + b, on obtient donc a +b = P(1) et a = P'(1), soit a = P'(1) et b= P(1) — P'(1).




Exercice 4. — Soit u une suite réelle ou complexe. Enoncer la propriété de Cauchy pour la suite w.

La suite u est de Cauchy si et seulement si

Ve>0,3dN,Vn>N, |u,— (| <e.

: . . P 2
FEzxercice 5. Soit u la suite définie pour n > 1 par u,, = k’;nﬂ % = n+r1 4+ 4 ﬁ

(i) Calculer w11 — Uy,.
1

(ii) Soit m > n > 1. Utiliser la question précédente pour montrer que 0 < u,, — u, < STE
(iii) En déduire que la suite u est de Cauchy.
(iv) En déduire qu’elle est convergente. Soit ¢ sa limite.
(v) Montrer que pour tout n > 1,0 < ¢ — u, < ﬁ
Corrigé
(i) Soit n > 1. On a
1 n n 1 n 1 n 1 1 1
i n+2 o  2m+1 2m+2 n+l n
1 1 1 1 1

“ont1 iz nil il iz

(ii) Soit m > n > 1. Par la question précédente, on obtient que ug1 — ux > 0 pour tout k, et

m—1 m—1 1 1 1 1 1
0< m — Un = - - - - I S .
= Um =t ;(“’““ ) l; 2k+1 2k+2 2n+1 2m~ 2n+1

(iii) Soit € > 0. Soit N tel que <'e. Alors, pour tout m >n > N, on a

2N+2

1

< —u, < < <
0 < Um u”—2n+1—2N+1—6

Ceci signifie précisément que la suite u est de Cauchy.
(iv) Une suite de Cauchy est convergente, donc la suite u est convergente.

(v) Soit m > n. D’apres les questions précédentes, on a

0<uy —u, < )
2n+1

Si on fixe n et on fait tendre m vers I'infini, alors u,, tend vers ¢, et on a donc

0<¥l—u,<

2n+1"
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Ezercice 1. (i) Soit I’équation de récurrence w19 = 3uy,41 + 4u,. Donner (sans justification) la forme
générale des suites solutions de cette équation et déterminer la solution telle que ug = 2 et u; = 0.

1—u?2
2Un

(ii) Soit I’équation de récurrence u,4+1 = u, + . Déterminer les limites possibles de cette suite.

Corrigé

(i) Le polynome caractéristique de 1’équation de récurrence u, o = 3,41 + 4u, est X? — 3X — 4.
Ses racines sont —1 et 4. Les solutions générales de I’équation sont donc de la forme w, = a X
(—1)™ 4+ b x 4™. On identifie les constantes a et b avec les conditions initiales : uy = 2 = a + b,

uy = 0= —a+4b, soit a = 8/5 et b = 2/5, d’ot la solution u,, = £(—1)" + 2(4)".

.. . . . , . 1—u? .. AN .
(ii) Si une suite convergente u est solution de I'équation u,4; = 5=, sa limite doit étre solution de
n
' 4 : _ 1—22 o 1—a? : _ _
I'équation x = x + 57—, soit 5~ =0, soit v =1 ou z = —1.

FEzercice 2. (i) Déterminer les parties réelle et imaginaire et le module du nombre complexe

U= <1f\/§1> x (2e'7)2 .

—1

(ii) Déterminer en fonction de 6 € (0,7/2) le module et largument de z = 2(1 +i)? (e*? — 6*219)3.

Corrigé

(i) On calcule directement |u| = 5 x 4 = 8. De plus, on a

u = 47

—2—1—2'\/51741(—14—\/51) /o4

21 —1X1

On obtient donc Re(u) = —4v/3 et Im(u) = —4.

(ii) Simplifions I'expression de z.
z = 2(2i)(2isin(20))* = 32i*sin®(20) = 32sin*(20) .

On a donc |z| = 32| sin®(20)], arg(Z) = 0 si sin(20) > 0 et arg(z) = 7 si sin(26) < 0.

Ezercice 3. Factoriser dans R[X] le polynome A = X° + 1.

Corrigé Remarquons tout d’abord que 'on a

X0t1=(X?+1)P -3X*(X°+1) = (X’ + 1) X' = X*+1),
X' - X241 = (X241 -3X? = (X2 - V3X + (X2 +V3X +1)

Les polynémes X2+ +1/3X 4+ 1 sont irréductibles dans R[X]. On obtient donc la factorisation dans R[X] :

X4 1=(X2+1)(X2 - V3X + 1)(X2+V3X +1).




FExercice 4. — Soit u et v deux suites réelles. Donner la définition de 1’adjacence de u et v.

(i) w est croissante et v est décroissante;
(i) Vn, u, < vy,

(iil) limy, o0 (vy — u,) = 0.

Exercice 5. Soit u et v les suites définies par

241 & n &
B (—1) B (—1)
tUn = % % +1° U”_§2k+1 '

(i) Montrer que les suites u et v sont adjacentes.
(ii) Montrer que u et v convergent vers une méme limite £.
(iii) Montrer que pour tout n, [{ — u,| < 1/(4n + 3).
(iv) Soit € > 0. Déterminer N tel que pour tout n > N, u, —e < { < u, +¢€.

(v) Les suites u et v sont-elles de Cauchy ?

Corrigé
(i) On a

y = (_1)2n+3 N (_1)2n+2 _ 1 B 1 =0
T 4n 7 T dn+5 4dn+5 An+7 7

) o (_1)2n+2 N (_1)2n+1 _ 1 B 1 ~0
nl e An +5 dn + 3 dn+5 4n+3 ’

-1 2n+1 1

Uy — Uy = —< ) > 0.

in+3  4dn+3
On obtient donc que u est croissante, v est décroissante, pour tout n, on a u,, < v, et par le lemme
d’encadrement, v — u tend vers 0.

(ii) Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite ¢. On le prouve en remarquant que
u est croissante et majorée donc convergente, v est décroissante et minorée donc convergente, et
puisque u — v tend vers 0, les deux limites sont égales.

(iii) Puique v est décroissante et a pour limite ¢, on a v,, > ¢ pour tout n, d’ou

1

=T st = s

(iv) Soit N tel que 1/(4N + 3) < e. D’apres la question précédente, pour tout n > N, on a |u, — £ <
1/(4n+3) <€, soit u, —e < ¢ < wu, +e.

(v) Une suite convergente est de Cauchy, donc les suites u et v sont de Cauchy.




