MASTER ISIFAR 2éme année Bases mathématiques de I’assurance

Corrigé de 'examen du 18 novembre 2009

Exercice 1. On définit la transformée de Laplace d'une variable aléatoire X sur R, par
¢x(t) = E[e"].
Pour chacune des lois suivantes, déterminer pour quelles valeurs de t > 0 la fonction
génératrice est définie et la calculer lorsque c’est possible.
(i) Loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1[.
Corrigé La fonction génératrice est définie pour tout ¢ > 0 et vaut ¢x(t) = pe' +1 — p.
(ii) Loi exponentielle £(\) de densité e **, x > 0, A > 0.
Corrigé La fonction génératrice est définie pour ¢ € [0, A[ et vaut ¢x(t) = A/ (A —t).
(iii) Loi de Pareto P(c,«) de fonction de survie (z/¢)*, = > ¢, ¢ >0, a > 0.
Corrigé La fonction génératrice n’est définie pour aucune valeur de ¢ > 0.

Soit N une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre 6 et soit {X;} une suite
de variables i.i.d. On pose S = 3N | X;.
(iv) Calculer la fonction génératrice Ly(z) = E[z"] pour z > 0.
Corrigé Ly(z) = &=L,
(v) Calculer la fonction génératrice Lg(z) = E[e!¥] pour t > 0 en fonction de celle des X;
et en déduire a loi de S lorsque les X; suivent la loi de Bernoulli de parametre p.

Corrigé
Ls(2) = E[e¥] = Elpx(t)"] = /éx(0-D) = gle' -1

On obtient donc que S suit la loi de Poisson de parametre pf.

Ezercice 2. Les cotts de sinistres sont représentés par une suite de variables aléatoires pos-
itives i.i.d. de fonction de répartition F' et d’espérance finie u. Une compagnie d’assurance
ne rembourse que les sinistres d’un montant supérieur a la franchise §. Le cout des sinistres
assurés est donc Xy = (X; —9)4.

(i) Exprimer le cotit moyen d’un sinistre assuré E[Xs] en fonction de la fonction de survie
F des X;.

Corrigé Par intégration par parties, on obtient
E[X;] / (z — 6) dF (z) = / Flz)dz .
5 5

(ii) Calculer le coit moyen d’un sinistre assuré E[Xj5] lorsque les X; suivent la loi expo-
nentielle de parametre .



Corrigé

e—)\é

E[X(;] = / e_AI dz = T
0

(iii) Calculer le colit moyen d’'un sinistre assuré E[Xj] lorsque les X; suivent la loi de
Pareto P(a, ¢) avec a > 1 et 6 > c.

Corrigé
c® 61 —a

a—1"

E[Xs] = /500(:1:/0)_“ do =

(iv) On définit les variables aléatoires Y; = 1{x,>s}. Quelle est la loi des variables Y; ?
Corrigé Les variables Y; sont i.i.d. de loi de Bernoulli de parametre F(9).

(v) Exprimer le nombre de sinistres assurés N; en fonction de N et des variables Y;.
Corrigé N5 = Zﬁil Y;.

(vi) Calculer la fonction génératrice Gs(z) = E[z™¥] en fonction de la fonction génératrice

de N et de P(X > ¢). Déterminer la loi de Nj lorsque N suit la loi de Poisson de
parametre 6.

Corrigé E[zM] = E[{F(6)z = F(6)}"] = e?T@E=D. La loi de Nj est donc la loi de Poisson de
parametre 0F(0).

Ezercice 3. Soit N un processus de Poisson inhomogene d’intensité h. On pose m(t) =
fot h(s)ds et on suppose que h prend les valeurs suivantes :

1 sitel0,1],
ht)={2 sitell,2,
1 site[2,3].

(i) Quelle est la loi du nombre total d’arrivées dans l'intervalle [0, 3].
Corrigé C’est la loi de Poisson de parameétre f03 h(t)dt = 4.
(ii) Quelle est la probabilité qu’il n’y ait aucune arrivée avant la date ¢ = 2.
Corrigé N(2) suit la loi de Poisson de parametre f02 h(t)dt = 3, donc P(N(2) = 0) = e~3.

(iii) Quelle est la probabilité qu’il y ait eu 2 arrivées avant la date ¢t = 2 sachant qu’il y
en a eu une a la date t = 1.

Corrigé La loi conditionnelle de N(2) — N (1) sachant que N(1) = 1 est la loi de Poisson de
parametre 2 donc

P(N(@2) =2 | N1)=1) =P(N(2) = N(1) = 1| N(1) = 1) = 2¢2.



(iv) Quelle est I'espérance du nombre d’arrivée entre la date t = 2 et la date ¢ = 3 sachant
quil y en a eu 10 a la date ¢t = 2.

Corrigé Le processus de Poisson est un processus a accroissements stationnaires et indépendants,
donc la loi du nombre d’arrivée entre t = 2 et t = 3 est la loi de Poisson de parametre
1, donc E[N(3) — N(2) | N(2) = 10] = 1.

Exercice 4. Soit © une variable aléatoire et N un processus de Poisson de parametre 6
conditionnellement a © = 6. On suppose que O prend les valeurs #; avec probabilité p et
0, avec probablité 1 — p, p €]0,1[. On pose 6§ = E[O]. Soit {X;} une suite de variables
aléatoires positives indépendantes de N et ©, d’espérance finie p et soit S le processus
défini par

N(t)
St =) X;.
=1

(i) Calculer E[N(t) | © = 6;], i = 1,2. En déduire E[N(¢)].
Corrigé E[N(t) | © =6;] =6;t, i =1,2, d’'ou E[N(t)] = ph; + (1 — p)hs = 0.
(ii) Calculer E[S(t) | © =6;], i = 1,2. En déduire E[S(¢)].
Corrigé E[S(t) | © = 0;] = O;ut, i = 1,2, d’ou E[S(t)] = Out.
(iii) En déduire la condition de solvabilité a long terme pour une compagnie d’assurance
faisant payer une prime ¢ par unité de temps.

Corrigé La condition de solvabilité est ¢ > Opu.

Exercice 5. Soit N un processus de Poisson homogene d’intensité 6§ > 0. Soit 17, ...,T,, ...
les instants d’arrivées. On rappelle la relation

Nty >neT,<t. (1)

(i) Quelle est la loi des interarrivées 7, = Ty — Ty_1, k > 17 Quelle est la nature de la
suite {7, k > 1}7

Corrigé Les variables 7, sont i.i.d. de loi £(6).
(ii) Déduire de la relation (1) I'identité

P(T, > t) =" nz w]%,)k : (2)

Corrigé Par la relation (1), on a

P(T, >t)=P(N({t)<n—1)=e¢ ni: (ek?k .
k=0 )



Soit { X} une suite de variables aléatoires i.i.d. positives d’espérance finie p et de fonction
de répartition F. Soit u > 0 (le capital initial), ¢ > 0 la prime et R le processus défini par

R(t):U+Ct_ZXi-

(iii) Rappeler la condition de solvabilité a long terme entre ¢, 6 et pu.
Corrigé ¢ > Opu.
On suppose cette condition satisfaite et 'on pose p = ¢/(0u) — 1. On suppose que les

X, suivent la loi exponentielle de parametre A. On rappelle la formule de Lévy-Khinchine
donnant la probabilité de ruine 9 (u) :

Z +0) P P(X 4+ X, > ) (3)
k:

(iv) Exprimer u en fonction de A.
Corrigé u=1/A.
(v) Utiliser I'identité (2) (en expliquant pourquoi on peut remplacer les variables 7; par
les variables X; et A par #) pour donner une expression sous forme de somme pour

P(X; + -+ + X,), que l'on reportera dans la formule de Pollacek-Khinchine pour
déterminer explicitement la probabilité de ruine en fonction de 6 et p.

Corrigé On peut appliquer la relation (2) a la somme des variables X; car elles sont i.i.d. de
loi £(A) en remplagant 6 par A. On a donc

w(u) _ = 1+ —k — e—Au (/\U)J _ P e—)\u G (AU)J = (1 + )—k
- Z 203 i 14 2 5! > (L+s
P j=0 j=0 k=j+1
T s () 1 o 1 o
=——e —(1+p)7 = UeTre = e Tt
1+p ; T 1+p



