Développements limités. Points stationnaires

Ezercice 1.
1/ Nous avons d’une part :

X X
14+ > =1+>—= +2% () (1)

avec lim g1 (z) = 0.

z—0

D’autre part, en utilisant les DL de x +— sin(x) et de z — €®, nous écrivons :

L sin(x) Lata?es(z).
)

ez = e2 lir%eg(a:) =0
1 12
= 1+ % + 2?ey(2) + 47 + 2?e3(); hH(l) e3(x) =0 (2)
1 1
= 1+ —a+ -2° + 2%4(2) (3)

2 8

avec e4(x) = ea9(x) + 3(x).

Remarquer que dans ’égalité (2), nous avons "exclu" les puissances > 2.
Maintenant, en effectuant le produit des égalités (1) et (3), nous obtenons (
en excluant les puissances > 2) :

1 1 1 1 1
flz) = 142+ -2? +2%4(x) + S0+ =2° — —2° + 2%, (2)

27 '8 4778 32
S P (z)
= 4x 32x res(x

avec e5(x) = e1(x) + e4(x).

2/ Nous avons :

sin(z) = z + 2% (x); lime(z) =0

z—0

Donc :

In(1+sin(z)) = In(l+z+ 2% (z))
2
= l+z+a2’ () — %+$2€2($); lirr(l)@(x) =0

_ 1—|—x—%+x253(x); e3(z) = e1(2) + ea(2)  (4)

En plus :

LL’2

er =143+ +a'e(n); limey(r) =0 (5)

8



Ainsi, en multipliant les égalités (4) et (5), nous obtenons :

N 2,
g(x) = (1+§—|—§+x 54(x))(1+x—?+:13 e3(x))
x? x 2 2
— 1+.’L’—7+1‘2€3($)+§+7+§+$254($)
— 1 Dat et s (z)
= 21: 895 xes(x

avec e5() = e3(x) + e4(x).
3/ Les DL des fonctions z — (1 + x)* et 2 +— cos(z) s’écrivent :
(14 2)* =1+ 4z + 627 + 2% (x)
cos(z) =1— %2 + 2229 ()

ol liH(l) ei(x) = 0.

Donec :

2

h(z) = (1442 + 622 + 2% (2))(1 — % + 22,5(z))

- 1— % + 2%e9(x) + 4z + 627 + 2%, ()
1, 2
= 1+4x+?x + x7e3(x)

avec €3() = €1(z) + e2(x).

Ezxercice 3.
1/ Le domaine de définition de f est donné par :

Dy = {reR $+1>0}

= ] =440
2/ D’abord, nous avons :
x z = :
In(; +1) = 7~ % +aer(w); lime(z) =0
2
r x
= Z - —2 +£L‘281(£L‘)



Donc :

2 2 2

x r ¥ x
(5—1)(1—3—24—1’281(27)) = g—z‘i‘@—ﬂ/jgl(l’)
I A R
= 7 + 357 + z7e9(x)
avec e9(x) = —e1(z) (facultatif- nous povons prendre directement +x?e(z)).

En utilisant le DL de la fonction exponentielle, nous écrivons :

flz) = e itmrtelew@
- 1.2 + 33;2 + 22ey(x) + ﬂ + 2?e3(z); limes(z) =0
4" 32 2 T a0
1 6
= l-qr+ 3—2:c2 + +2%e4(z)

avec £4(x) = eo(x) + £3().

3/ Pour déterminer I’équation de la tangente au graphe de f au point d’abs-
cisse 0, il suffit d’extraire du DL précédent la partie du degré inférieur ou
égal a 1. L’équation de la tangente est donc :

yzl—ix

4/ Pour déterminer la position du graphe de f par rapport a sa tangente au
point d’abscisse 0, il faut étudier le signe de (f(z) — y). Pour cela, il suffit
de regarder le signe du coefficient du terme d’ordre 2 dans le DL précédent,
qui est positif (égal a 3%) Donc le graphe de f est au dessus de la tangente.

Remarque : f(z) = (£ +1)27L



