
Un corrigé de l’épreuve intermédiaire du 11 décembre 2007

Exercice 1.

1) On multiplie par les formes conjuguées : pour x 6= 5 assez proche de 5,
√

x− 1− 2√
x + 4− 3

=
(
√

x− 1− 2)(
√

x− 1 + 2)(
√

x + 4 + 3)
(
√

x + 4− 3)(
√

x + 4 + 3)(
√

x− 1 + 2)

=
(x− 1)− 4
(x + 4)− 9

×
√

x + 4 + 3√
x− 1 + 2

=
(x− 5)
(x− 5)

√
x + 4 + 3√
x− 1 + 2

−→
x→5

6
4

=
3
2
.

2) On écrit

ex2 − ex3

x3 − x2
= −ex3

x3
× 1− ex2−x3

1− 1/x
.

On a tout d’abord 1−1/x −→
x→+∞

1, puis, dans la mesure où x2−x3 −→
x→+∞

−∞,

1− ex2−x3 −→
x→+∞

1. Enfin, par théorèmes de comparaison on a

lim
x→+∞

ex3

x3
= +∞,

et finalement

lim
x→+∞

ex2 − ex3

x3 − x2
= −∞.

Exercice 2. f est dérivable sur R puisque la fonction x 7→ 1+ e2x est dérivable
et strictement positive pour tout x, avec

f ′(x) =
2e2x

1 + e2x
, ∀x ∈ R.

g est dérivable sur ]0,+∞[ d’après le cours avec

g′(x) =
1

2
√

x
, ∀x ∈]0,+∞[.

Donc f ◦ g est dérivable sur ]0,+∞[ avec

(f ◦ g)′(x) = g′(x)f ′(g(x))

=
1√
x
× e2

√
x

1 + e2
√

x
.
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Exercice 3.

1) f est définie et dérivable sur R, avec

f ′(x) =
(
12x2 − 4x3

)
e−x.

2) Calculons la limite de f en +∞ : on a

f(x) = 4
x3

ex
−→

x→+∞
0

par théorèmes de comparaison. Lorsque x → −∞, on a x3 → −∞ et e−x → +∞,
donc

lim
x→−∞

f(x) = −∞.

3) La tangente à la courbe au point d’abscisse a a pour équation

y = f(a) + (x− a)f ′(a).

Comme f(0) = 0 et f ′(0) = 0, la tangente au point d’abscisse 0 a pour équation

y = 0

– il s’agit de l’axe des abscisses.

Exercice 4.

1) Les fonctions x 7→ sinx et x 7→ x+x3 sont définies sur R et continues d’après
le cours. La fonction x 7→ x + x3 = x(1 + x2) a pour unique racine x = 0, donc
f est définie et continue sur R?.

2) a) On écrit

f(x) =
sinx

x
× 1

1 + x2
.

Lorsque x → 0, le premier facteur tend vers 1 d’après le cours. Le second facteur
tend également vers 1. On a donc

lim
x→0

f(x) = 1.

b) On peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

3) Pour tout x > 0, on a :

1
1 + x2

< 1

et pour tout x réel on a :
−1 ≤ sin(x) ≤ 1.
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On en déduit que pour tout x > 0 :

|f(x)| <
1
x

.

Le théorème d’encadrement permet alors de conclure que :

lim
x→+∞

f(x) = 0.

Exercice 5.

1) Lorsque x → −∞, on a

x +
1
x
−→ −∞, donc 1 + ex+ 1

x −→ 1 et f(x) −→ 0.

La droite y = 0 est donc asymptote horizontale à la courbe de f en −∞.

2) On écrit

f(x)− x = ln
(
1 + ex+ 1

x

)
− ln(ex)

= ln
(
e−x + e

1
x

)
.

3) Puisque e−x → 0 et e1/x → 1 lorsque x → +∞, alors la limite de la somme
est égale à 1.

4) Par continuité du logarithme, on a f(x)− x −→
x→+∞

0, puisque ln(1) = 0. On

en déduit alors que la droite y = x est asymptote oblique à la courbe de f en
+∞.

3


