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Exercice 1

1) X,, est bien un estimateur sans biais de y, puisque
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Or, E[X?] = var(X;) + E[X;]? = 02 + 1% et E[X2] = var(X,,) + E[X,]? = %2 + u2. Alors
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3) A partir de la réponse & la question précédente, un estimateur sans biais de o2 est

donc
n

Exercice 2
Soit un n-échantillon (Xi,...,X,) de loi de densité
x
fo(z) = 295 &P (—5) 1[0, 100[(Z)
avec 0 >0

1) Par hypothese, E(X) = 30. On peut alors dire que § = E(X) /3 et comme un
estimateur sans biais de I'espérance est la moyenne empirique (c’est-a-dire X,,), alors on
propose X,,/3 comme estimateur sans biais de 6.

2) Fonction de vraisemblance :
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3) Estimateur du maximum de vraisemblance : sur le domaine D = {min;<;<, x; > 0},

InLy(x1,...,2,) = _nln2—3nln9+221nxi _ %
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Le point ¢, = % > i, x; est donc stationnaire, vérifions maintenant que c’est bien un
maximum.
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Le point ¢,, est bien un maximum. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc
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L’estimateur T;, est-il sans biais ?
1 & n E(X;) 36
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Par conséquent, T}, est bien un estimateur sans biais de 6.

L’estimateur T, est-il convergent ?

I & n var(X;) 302 6?
var(T,) = —= var(X;) = —= var(X;)) = ——— = — = —
(Tn) 9In?2 ZZ_; (X3) 9In?2 (X3) 9In I9n  3n
Donc limy, 4 var(7T,) = 0. Par conséquent, puisque 'estimateur 7;, est un estimateur
sans biais de 6 et que lim, 4o var(T,) = 0, alors l'estimateur 7,, est un estimateur
convergent de 6.
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L’estimateur T, est-il efficace 7
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Par conséquent, I'estimateur 7T, est efficace.

4) Les réponses aux questions précédentes nous permettent de déterminer I'espérance et
la variance de T, : E(T},) = 0 et var(T,) = %. D’apres le TCL, on sait que

T,—0
n 7 a pour loi asymptotique la loi N (0, 1)
V3n
Van(T, — 0
Ainsi, M a pour loi asymptotique A (0, 1).

0
Donc V3n(T}, —6) a pour loi asymptotique N(0,6?).

Exercice 3
On désire estimer la proportion de clients qui portent des lunettes.

1) Une estimation ponctuelle de la proportion p de personnes portant des lunettes est :
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2) La construction d’un intervalle de confiance pour la proportion p au niveau de
confiance 0,95 nécessite plusieurs étapes qui sont présentées ci-dessous.

Etape 1 : Il faut d’abord trouver un estimateur ayant les "bonnes” propriétés. On pro-
pose X, comme estimateur de p, avec X,, = %Z?Zl X;, avec X; qui suit une loi de
Bernouilli de parametre p.

{ 1 si le client porte des lunettes
X; = .
0 sinon

Il est nécessaire de vérifier que cet estimateur est un "bon” estimateur, autrement dit
qu’il est un estimateur sans biais et convergent de p. E(X,) = E(X;) = p = X, est
bien un estimateur sans biais de p. De plus, X, est un estimateur convergent de p, car

lim,,—, 4 oo var(X,) = 0. En effet,

var(X,) = UGTT(lXi) _ P(ln— )

Etape 2 : Il faut ensuite introduire Z, une nouvelle variable aléatoire, dite pivotale, qui
dépend de (X7, ..., X,) et du parametre p et de loi indépendante de p.
D’apres le TCL, la variable aléatoire

converge vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite N(0,1), des que
n > 30,np > 5 et n(1 —p) > 5. Puisqu’ici, n est suffisamment grand (n > 30), et que les
variables aléatoires X; sont indépendantes et de méme loi de Bernouilli de parametre p,
les hypotheses du TCL sont satisfaites. On considere donc que Z suit asymptotiquement
une loi AV/(0,1).

Etape 3 : On construit un intervalle de confiance pour la proportion p au niveau de
confiance 0,95 & partir de la variable aléatoire Z.
On cherche a tel que P(—a < X, —p <a) =0,95 (%)
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ou ® est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

L’objectif est de déterminer a a partir de ’expression précédente. Mais on ne connait pas
p. On se propose alors d’approximer p par Z,, que ’on a calculé dans la premiére question
de cet exercice. On sait également que 780 ménages ont été interrogés, autrement dit,
n = 780.
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Pour déterminer ®~1(0,975), on a lu dans la table de la loi normale centrée réduite la
valeur t telle que P(Z < t) = 0,975, avec Z ~ N(0,1), ce qui donne ¢ = 1,96. Par
conséquent, ®~1(0,975) = 1, 96.

L’intervalle de confiance pour p est IC' = [X,, — a; X,, + a]. L’intervalle de confiance ob-
servé est défini par ICyps = [Ty, — a; Tp, +a]. Par conséquent, dans cet exercice, I'intervalle
de confiance pour p, au niveau de confiance 0,95, est égal a [0, 30025; 0, 36642].

3) On cherche les niveaux de confiance (1 — «) pour lesquels la longueur de l'intervalle



de confiance est inférieure ou égale a 0,05, ce qui s’écrit, connaissant la définition de a,
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Donc, d’apres la lecture de la table de la loi normale centrée réduite,

1—% < 0,9306
2—a < 1,8612
l—-a < 0,8612

En conclusion, pour que la longueur de l'intervalle de confiance soit inférieure ou égale
a 0,05, le niveau de confiance doit étre inférieur ou égal a 0,8612.

4) De méme, on cherche n, la taille de I’échantillon, telle que

2 < 0,05
T
2><1,96\/M < 0,05
n
2x 1,96 —
\/ﬁ > 0,05 (Tn(1 —2,))
22 % 1,962 ,_ _
n > 0,052 (Zn(1 —Zy,))
- 22><1,962X1X2
n XL L2
= 0,052 373

n > 1365,9022

Donc, pour que la longueur de I'intervalle de confiance soit inférieure ou égale a 0,05, la
taille de I’échantillon doit étre au minimum de 1366.



