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Les calculatrices sont interdites.

2 -1 8 1
Exercice 1. Soient les vecteurs w; = | 2 |, us = 6 |,us=1 -6 |,usa=1{ 9 |,
1 2 -1 5

et ensemble E = Vect (uy,uz, us).

a - Montrer, sans calcul, que ces vecteurs sont liés.

b -
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’ Dans R3, il v a au plus trois vecteurs libres donc (uq,u2,us, ug)sont nécessairement liés.

Exprimer us en fonction de u; et us.

’u?, = 3U1 — 2U2

¢ - Quelle est la dimension de £ 7

d-

f-

dimE < 3 et comme (u1,us2,u3) forme une famille liée (question précédente) alors dimFE < 2. De
plus, u; et us ne sont pas colinéaires donc dimFE = 2.

Donner I’équation de F.

T
Soit X = Y € F donc X = auy + PBus. D’otl le systéme :
z
20 — [ = =
2 + 60 = y
a + 28 = =z

5
D’ou x + iy — 7z = 0 Donc 'équation du plan E est donnée par

5
E = ((z,y) €R2/x+§y77z:0)

Montrer que ug ¢ E.

=

1+%9—357é0

En déduire que u1, uo, us forment une base de R3.

’ Comme uy ¢ E, la famille (u1,us,uyq) est libre donc forme une base de R3.

Quelles sont les bases de R? formées de vecteurs de la famille (uy,us, uz, uy) ?

Ce sont toutes les familles composées de trois vecteurs libres issues de la famille (uq,us, us, ug) donc
(u17 Uz, U4) ) (Ul, us, U4) ) ('LLQ, us, U4) .
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Exercice 2. Solent la matrice A= (

1
9
5

2
) et le vecteur Y = ( 1 )
—1

a - Mountrer que les colonnes A1, Ay, A3 de A forment une base de R3.

On remarque que A; = uy, Az = ug,As = uy (exercice 1) et d’aprés la question e) de I'exercice 1, on
peut dire que les colonnes A1, As, A3 de A forment une base de R3.

b - Calculer AY. En déduire A2Y puis A71Y.

’ AY =Y donc A%Y =Y et comme A est inversible d’aprés la question a), A7'Y = A71AY =Y

¢ - Résoudre, sans calcul, I’équation AX =Y.

’ AX =Y donc comme A est inversible d’aprés la question a), X = A7'Y =Y

d - Inverser A par la méthode de la matrice témoin.

2 -1 1|1 0 0 (1)
2 6 9|0 1 0 (2)
1 2 5|0 0 1 (3)
1 =1/2 1/2|1/2 0 0 (1)/2
2 6 9 0 10 (2)
1 2 5 0 0 1 (3)
1 -=1/2 1/2| 1/2 0 0 (1)
0 7 8 -1 1 0 (2) —2(1)
0 5/2 9/2|-1/2 0 1 (3) = (1)
1 =1/2 1/2| 1/2 0 0 (1)
0 1 8/7 | =1/7 1/7 0 (2)/7
0 5/2 9/21-1/2 0 1 (3)
1 =1/2 1/2 1/2 0 0 (1)
0 1 8/7 | =1/7 1/)7 0 (2)
0 0 23/14 | =1/7 —5/14 1 (3) —5/2(2
1 =1/2 1/2| 1/2 1
0 1 8/7| —1/7 1/7
0 0 1 |-2/23 —-5/23 14/23 14/23
1 —=1/2 0] 25/46 5/46  —7/23 —1/2 3)
0 1 0|-1/23 9/23 —16/23 8/7 3)
0 0 1|-2/23 —-5/23 14/23
1 0 0] 12/23 7/23 —15/23 (1) + 1/2
0 1 0|-1/23 9/23 -16/23 (2)
0 0 1]|-2/23 —-5/23 14/23 (3)

e- Soit B=A—1I3. Calculer BY. B est-elle inversible ?

0 0 0
BY = 0 |.SiBestinversiblealorsY =B~ Y| 0 | = | 0 |, ce qui est faux donc B est non
0 0 0

inversible.




Exercice 3. Soit le systéme :

2 — y + 8 = 0 (L)
2 + 6y — 6z = 0 (L2)
x + 2y — z =0 (Ls)

a - Mettre le systéme sous la forme matricielle AX = 0.

2 -1 8 x
A=|2 6 —6 et le vecteur X = | y
1 2 -1 z

b - Résoudre ce systéme par la méthode du pivot de Gauss en explicitant les transformations faites sur les
lignes L, Lo, L3.

2 -1 8|0\ (1

2 6 6|0 ] (2

1 2 —1]0/) (3

1 —1/2 4 |0\ (1)/2
2 6 6|0 (2)
1 2 —1]0 (3)

1 —1/2 4|0 (1)

0 1 —2|0 | 7

0 5/2 -5|0 (3)

1 —-1/2 4]0 (1)

0 1 -2/0 (2)

0 0 010/ (3)-5/202)

1l y a donc une infinité de solutions de la forme (—3z,2z,2),z € R

Remarque : On peut remarquer que les colonnes de A correspondent & (uy,us,usz) de 'exercice 1 et
d’aprés la question b) de 'exercice 1, ces vecteurs sont liés donc il y a nécessairement une infinité de
solutions pour le systéme.

Exercice 4. Soient les sous-espaces vectoriels :
F={(a, 2b, b—a) €R3/ a, beR} et G={(c, c+d, d)eR3/ ¢, deR]}.

a - Donner une base et I’équation de chacun d’eux.



F={(a, 2b, b—a) eR?*/ a, beR} ={a 0 |]+b| 2 |,a beR}

-1 1
z 1 0
Soit X =1y | € Fdonc X =a 0 | +b| 2 |.Dou le systéme :
z -1 1
a = x
2b =y
—a + b = =z

Dot x — y + z = 0 Donc I'équation du plan F' est donnée par

((z,y) ERZ/J)— —I—Z—O)

0
G={(c, c+d, d)eR3/ ¢, de R} = {c ) 1 ],¢,deR}
1
x
Soit X =1 y | €eGdonc X =c 1 . D’ou le systéme :
z
= =z
c + d =y
d = =z

D’ou z — y + z = 0 Donc I’équation du plan G est donnée par

G=((z,y) e R?*/x—y+2=0)

Déterminer une base de F N G.

1

équations précédentes. On peut choisir par exemple 0
-1

F NG est de dimension 1 donc toute base de F'N G est composée d’un vecteur satisfaisant les deux




