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1. Introduction (1)

X variable définie sur la population P

échantillon de taille n de X issu de P ou
observations (X, X,y ««es X))

» on sait donner une estimation ponctuelle
du parametre d'intérét calculée sur les
observations

variable X parametre  estimation ponctuelle

proportion

qualitative de "oy P fréquence observée f

[ moyenne |, moyenne observée X

o , 2
variance observée §

quantitative] variance o™ variance observée N
< | sans biais

écart-type observé s
ecart-type o ¢ écart-type observé o
\  sans biais




1. Introduction (2)

» l'estimation ponctuelle du parametre n'est
pas ¢gale a la valeur du parametre

» on cherche a intégrer dans l'estimation du
parametre la précision de cette estimation

—cadre pratique : on suppose que la

valeur du parametre d'intérét est
inconnue dans la population P

— sur I'échantillon de taille » :
=»évaluer la précision de 1'estimation

=»donner un intervalle (fourchette) de
valeurs plausibles pour la valeur du
parametre : estimation par intervalle



1.1 Variable quantitative

Exemple : durée de chémage

‘P = { chébmeurs francais } N = ?
X = "durée de chbmage" (en mois)
variable quantitative

u = durée moyenne inconnue
o = ecart-type de la duree inconnu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n = 30

»la durée moyenne p est estimée par
la durée  moyenne  observée
X =54 mois

» ['écart-type de la durée o est estimé
par [l'écart-type observe sans biais
s*= 2,4 mois

a partir des observations de
I'échantillon de taille n = 30 :

quel intervalle contient des valeurs
plausibles de la durée moyenne u
inconnue ?

quelle est la précision de I'estimation
de la durée moyenne p par x ?

quelle serait la taille minimum de
I'échantillon pour avoir une precision
minimum de 1 mois dans l'estimation

?
de p : .



1.2 Variable qualitative

Exemple : efficacité d'un traitement

‘P = { enfants atteints de troubles de
l'anxiéte, sous traitement} N = ?
X = "amélioration clinique” : oui, non
variable qualitative dichotomique
p = proportion d'amélioration clinique
inconnue dans ‘P

échantillon de X issu de ‘P de taille
n =63

»la proportion d'amélioration clinique p
est estimée par la fréquence
d'amélioration observée f = 0,762

a partir des observations de I'échantillon
de taille n = 63 :

quel intervalle contient des valeurs
plausibles de la proportion
d'amélioration clinique p inconnue ?

quelle est la précision de ['estimation
de la proportion d’amélioration clinique
p parf?

quelle serait la taille minimum de
I'échantillon pour avoir une precision
minimum de 5% dans l'estimation de

la proportion d'amélioration clinique p?
S



2. Intervalles de confiance
d'une moyenne

X variable quantitative de ‘P dans E

—deux parametres
moyenne de X = inconnue dans ‘P
écart-type de X = o inconnu dans ‘P

échantillon de X issu de ‘P de taille n

» rechercher un intervalle dans lequel on
a une confiance de (1—a) de trouver la
moyenne W a partir des observations de
1'échantillon de taille n

—cet intervalle est l'intervalle de
confiance de la moyenne p au niveau
de confiance (I—o) ou au risque o
note IC,_, (1)



2.1 Variable normale
d'écart-type connu (1)

X variable quantitative de P suit le

modeéle normal | moyenne W inconnue
ccart-type o connu

échantillon de X issu de ‘P de taille n

> la moyenne empirique X_ suit un modéle
normal de moyenne p et d'écart-type o / Vn

i,

» l'intervalle de variation au niveau (I1-o) ou
au rlsque o de X, s'écrit :

Il oc —

ou e marge d'erreur a (1 oc)
z g quantile d'ordre 1 - de 7~ Q\f(O 1)
2

— l'intervalle de confiance au niveau (1—ao)
ou au risque o de la moyenne p s'écrit :

IC_o() = @'/x?e

ou X moyenne observee de X



Exemple variable normale (1)

- Exemple : score de stress percu

‘P = { sujets }
X = "score de stress pergu”

variable quantitative

L = moyenne du score inconnue
{c = ecart-type du score = 7,5 connu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=25

X~ Q\f(u © 7,5) donc X, ~N(u;%:1,5)

dans quel intervalle s'attend-on
"raisonnablement” a observer le score
moyen sur un échantillon de ftaille
n=257

»>intervalle de variation & 90%
(au risque 10%) du score moyen :

y 75
l909, (Xn)= [u + 1,645 \/ﬁ} =[u+25]

=2 90% des échantillons de X issus de ‘P

de taille n = 25 ont un score moyen
observe compris entre u+2,5 et u—2,5

»la marge derreur & 90% dans
l'estimation du score moyen sur les
echantillons de taille n = 25 est de 2,5

8



Exemple variable normale (2)

- Exemple : score de stress percu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=25

@Da partir des observations faites sur
I'échantillon de taille n = 25 dans quel
intervalle a-t-on une "grande
confiance" de trouver le score moyen ?

>intervalle de confiance &a 90%
(au risque 10%) du score moyen sur
les échantillons de taille n = 25 :

_ 7,5 _
ICaqoy (1) = [x +1645 @} _[% +25]

» pour le score moyen observé X =30
intervalle de confiance a 90%
(au risque 10%) du score moyen :

ICQO% (u) = [30 + 2,5] = [27,5 , 32,5]

(Don accorde une confiance de 90% au
fait que lintervalle [27,6 ; 32,5]
contienne n le score moyen dans ‘P



Exemple variable normale (3)

Exemple : score de stress percu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=25

ICopss(1)=| X + 164572

V25
la marge derreur a 90% dans
l'estimation du score moyen sur les
échantillons de taille n = 25 est de 2,5

}: [X +25]

» pour le score moyen observé X =30
|C90% (H) = :30 + 2,5] = [27,5 , 32,5]

» pour le score moyen observé X =255
ICQO% (M) = :25,5 + 2,5] = [23 ; 28]

Echantillons
moyenne empirique

G

i
x =255 n =25 X =30 score

u-2.5 ¢ ; ¢ : u+2,5

loo (Xn) e=25

27,54 < i 32,5

|
e=25 1Coo% (1)
23 « < S 25




Exemple variable normale (4)

- Exemple : score de stress percu

‘P = { sujets }

X = "score de stress pergu”
variable quantitative
deux parameétres dans ‘P

L = moyenne du score inconnue
c = ecart-type du score = 7,5 connu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=25
X ~MNyu;7,5)donc X, ~N (27;15)

>intervalle de variation a 95%
(au risque 5%) du score moyen
observeé :

o (X,) = [u +196-12

75 |29

=» 95% des échantillons de X issus de ‘P

de taille n = 25 ont un score moyen
observe compris entre u —2,9 et u +2,9

»la marge derreur & 95% dans
l'estimation du score moyen sur les
echantillons de taille n = 25 est de 2,9
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Exemple variable normale (5)

- Exemple : score de stress percu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=25

»>intervalle de confiance a 95%
(au risque 5%) du score moyen sur les
echantillons de taille n = 25 :

_ 7,5 _
ICoso, (1) = [x +196 \/ﬁ} _[X+29]

» pour un score moyen observé X =30

intervalle de confiance a 95%
(au risque 15%) du score moyen :

|C95% (l’l) = [30 + 2,9] = [27,1 , 32,9]
Mon accorde une confiance de 95% au
fait que lintervalle [27,1 ; 32,9]
contienne p le score moyen dans ‘P
» pour un score moyen observé x =255

intervalle de confiance a 95%
(au risque 5%) du score moyen :

ICogo, ()= [255 + 2,9] = [226 ; 28,4]

@Don accorde une confiance de 95% au
fait que lintervalle [22,6 ; 28,4]
contienne p le score moyen dans ‘P

12



Exemple variable normale (6)

- Exemple : score de stress percu

‘P = { sujets }

X = "score de stress pergu”
variable quantitative
deux parameétres dans ‘P

L = moyenne du score inconnue
c = ecart-type du score = 7,5 connu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n =36

X ~ N{u : 7,5) doncX, ~N[u, —125)

=

»>intervalle de variation a 90%
(au risque 10%) du score moyen
observeé :

lg0 (X )= [ j%} =[p£21]

>intervalle de confiance &a 90%
(au risque 10%) du score moyen sur
les échantillons de taille n = 36 :

IConoy (1) = [7( i1 j%} —[x+21]

@la marge d'erreur & 90% dans
l'estimation du score moyen sur les
échantillons de taille n = 36 est de 2,1

13



2.1 Variable normale
d'écart-type connu (2)

Remarques

I'intervalle de confiance a (1—a) de u :
IC,_,(n) = {fi zl_% %} =[x+e]

»e la marge d'erreur a (1-o) dans
l'estimation de la moyenne pu est fixe

> tous les intervalles de confiance de la
moyenne | sont centrés sur x la
moyenne observée sur l'échantillon de
taille n

» l'intervalle de confiance dépend
de la moyenne observée x
de I'écart-type o
du niveau (1—a) ou du risque a
de la taille de I'échantillon n

» l'intervalle de confiance ne dépend pas

de la moyenne . de X dans P

14



2.1 Variable normale
d'écart-type connu (3)

Précision dans I'estimation de la
moyenne

La demi-longueur e de l'intervalle de
confiance a (1—a) représente la précision a
(1—a) dans l'estimation de la moyenne p sur
I'échantillon de taille n, ou la marge

d’erreur au risque o o)
e=7 ,——
-2 Jn
ou Z 4 quantile d'ordre { _ & de Z ~ ‘J\f(O,l)
Y 2
2

— la marge e dépend de &

— pour n fix€, la précision e ne change pas
lorsque I'échantillon change

— pour n fix¢, plus le niveau (1-a.)
augmente (le risque a diminue) plus
la marge d'erreur e augmente

— plus la taille de I'échantillon » augmente,
plus la marge d'erreur e diminue

15



Interprétation d'un intervalle de
confiance (1)

» une moyenne observée x est variable :
elle change pour chaque ¢chantillon

» un intervalle de confiance est variable :
ses bornes sont variables, changent
pour chaque ¢chantillon de taille n

» les intervalles de confiance au niveau
(1—a) (au risque a) sur les €chantillons
de taille n sont tels que :

(1—a)% des intervalles contiennent
la moyenne p de X dans ‘P

et

a% des intervalles ne contiennent
pas la moyenne p de X dans P

16



Interprétation d'un intervalle de
confiance (2)

» les intervalles de confiance au niveau
90% (au risque 10%) sont tels que :
90% des intervalles de confiance a

90% contiennent la moyenne p de X
dans P

et

10% des intervalles de confiance a
90% ne contiennent pas la moyenne
u de X dans P

» par construction, par exemple sur 100
¢échantillons de taille n de X issus de P,

€n moyenne :

90 intervalles de confiance a 90%
contiendront la moyenne p de X
dans P

et

10 intervalles de confiance a 90% ne
contiendront pas la moyenne u de X
dans P

17



Interprétation d'un intervalle de
confiance (3)

Exemple : score de stress percu

‘P = { sujets }
X = "score de stress pergu”

variable quantitative

L = moyenne du score inconnue
{c = ecart-type du score = 7,5 connu

50 échantillons de X issu de ‘P de taille
n=25

Echantillons
moyenne empirique

(o)

ce que l'on sait
> mais que le

statisticien
ignore
L L i L L L L
X =255 | X =30 score
p-2,5 < — P u+2,5
I90°J|o( n)
2r,5 « } t 32,5 1*intervalle
, X =30 ‘
23 <4 } P 28 2°™¢ intervalle
x=255 | 50 intenvalles d
: ame : intervalles de
< )1( | > 37 intenvalle >conﬁance a 90%
| calculés par le
< i :_ | ) statisticien
< | '. X > 1Co0% ()
| X
< I t > e -
X 50°m® mtervalle/




Interprétation d'un intervalle de
confiance (4)

pour un intervalle de confiance a (1-o) de
la moyenne p de X, deux possibilités :

soit il contient la moyenne p de X
soit il ne contient pas la moyenne

mais si la moyenne p de X est inconnue on
ne sait pas dans quelle situation on se
trouve

=»on accorde une confiance de (I—o) au
fait que Il'intervalle de confiance au
niveau (1-a) de la moyenne p de X
contienne la moyenne p

=>1'intervalle de confiance au niveau
(1-a) de la moyenne p de X contient la
moyenne | avec un niveau de confiance
de (I—-a) (avec un risque )

19



2.2 Variable quantitative
quelconque d'écart-type connu

X variable quantitative
{moyenne W inconnue dans ‘P

écart-type o connu dans ‘P

échantillon de X issu de ‘P de taille n > 30

> la moyenne empirique X suit
approximativement un modele normal de
moyenne p et d'écart-type o / Vn

%, -~ N[u-o
napprox (”’ \/;j

—1'intervalle de confiance a (1-o) ou au
risque o de la moyenne p s'écrit :

IC_,(n)~ {)7 + zl_% %} ~[x +e]

ou x moyenne observee sur I'échantillon
e marge d'erreur a (1—a)

Z 4 quantile d'ordre 1 —% de Z ~ Q\f(O,l)
2
20



2.3 Variable quantitative
quelconque (1)

X variable quantitative
{moyenne W inconnue dans ‘P

écart-type ¢ inconnu dans ‘P

échantillon de X issu de ‘P de taille n > 30

> la moyenne empirique X_ suit
approximativement un modele normal de
moyenne p et d'écart-type o / Vn

%, -~ N[u-o
napprox (”’ \/;j

—1'intervalle de confiance a (1—a) ou au
risque oo de la moyenne p s'écrit :

~| % S* o lx
ICl_a(u)~{xizlg \/;]v[xie]

ou X moyenne observée de X
s* ¢cart-type observe sans biais de X
e marge d'erreur a (1—a)
Z 4 quantile d'ordre 1 —% de Z ~ ’J\[(O,l)

2 21



2.3 Variable quantitative
quelconque (2)

Cas particuliers

» intervalle de confiance a 90% ou
au risque 10% de la moyenne L :

IC9O%(H) [ +2095\/—} [ +1645\S/;}

» intervalle de confiance a 95% ou
au risque 5% de la moyenne  :

IC95%(H) [X+Zo975\/i} [ +196\S/;}

ou X moyenne observee de X
s* ¢cart-type observe sans biais de X

22



Exemple variable quantitative (1)

- Exemple : durée de chémage

‘P = { chébmeurs francais } N = ?

X = "durée de chémage"” (en mois)
variable quantitative
u = duréee moyenne inconnue

{c = ecart-type de la duree inconnu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n =30

on observe :
la duréee moyenne x =5,4 mois
'écart-type sans biais s* = 2,4 mois
— ~ . O

n =30 (n=>30) alors X, oo N(Mﬁ)

MDdans quel intervalle a-t-on une
"grande confiance" de trouver la duree

moyenne sur l'echantillon de ftaille
n=307

»intervalle de confiance & 90%
(au risque 10%) de la durée moyenne :

24
(Cagey ()= | 54+ 164522 | ~[5.4 07

~[47:61]

(Don accorde une confiance de 90% au
fait que l'intervalle [4,7 ; 6,1] contienne
u la durée moyenne dans ‘P

23



Exemple variable quantitative (2)

Exemple : durée de chémage

‘P = { chémeurs francais } N =?

X = "durée de chémage"” (en mois)
variable quantitative
u = duréee moyenne inconnue

{c = ecart-type de la duree inconnu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n = 30
on observe :

la duréee moyenne x =5,4 mois
'écart-type sans biais s* = 2,4 mois

n=230(n>30)alors X, ~ N(u;%)
approx

quelle est la précision dans
l'estimation de la durée moyenne sur
I'échantillon de taille n = 30 ?

»marge derreur & 90% dans
l'estimation de la durée moyenne :

la marge d'erreur a 90% dans
l'estimation de la durée moyenne est
de 0,7 mois

24



Exemple variable quantitative (3)

- Exemple : durée de chémage

‘P = { chébmeurs francais } N = ?

X = "durée de chémage"” (en mois)
variable quantitative
u = duréee moyenne inconnue

{c = ecart-type de la duree inconnu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n = 30
on observe :

la duréee moyenne x =5,4 mois
'écart-type sans biais s* = 2,4 mois
n=30(n>30)alors X. ~ Cl\f( ;L)
( ) " approx H /30

»intervalle de confiance & 95%
(au risque 5%) de la durée moyenne :

24
ICosop (1) ~ [5,4 £196 m} ~[54+09]

~ [4,5 ; 6,3]

(Don accorde une confiance de 95% au
fait que l'intervalle [4,5 ; 6,3] contienne
u la durée moyenne dans ‘P

@la marge d'erreur & 95% dans
l'estimation de la durée moyenne est

de 0,9 mois
25



2.3 Variable quantitative
quelconque (2)

Remarques

I'intervalle de confiance a (1-a) de . :
IC ~|xtz S—*} ~|xte
o) s|TEz, S| slrxe]

»e la marge d'erreur a (1-o) dans
l'estimation de la moyenne u varie

> tous les intervalles de confiance de la
moyenne | sont centrés sur x la
moyenne observée sur l'échantillon de
taille n

» l'intervalle de confiance dépend
de la moyenne observée x
de I'écart-type observé sans biais s*
du niveau (1—-a) ou du risque a
de la taille de I'échantillon n

» l'intervalle de confiance ne dépend pas
de la moyenne u de X dans P

26



2.3 Variable quantitative
quelconque (3)

Précision dans I'estimation de la
moyenne

La demi-longueur e de l'intervalle de
confiance a (1—a) représente la précision a
(1—a) dans l'estimation de la moyenne p sur
'échantillon de taille n», ou la marge

d’erreur au risque o g%

e=7z =
-4 n

ou z , quantile d'ordre 1—% de Z ~ N(0,1)
2

— la marge e dépend de s*

— pour n fixé, la précision e change lorsque
I'échantillon change

— pour n fixé, plus le niveau (1—-a.)
augmente (le risque a diminue) plus
la marge d'erreur e augmente

— plus la taille de I'échantillon » augmente,
plus la marge d'erreur e diminue

27



2.4 Taille minimum de I'échantillon
pour une précision minimum (1)

» Pour controler la marge d'erreur et
obtenir une marge d'erreur a (1-a)
inférieure a e sur l'estimation de la

moyenne L
la longueur (amplitude) de l'intervalle
de confiance au niveau (1—a) ou au
risque a n'excede pas 2e

—la taille de 1'échantillon » vérifie :

e sil'écart-type ¢ est connu

2
nZz= (z gj
1-% ¢
2

e sil'écart-type o est inconnu

pour une marge d'erreur maximum e
(ou une précision minimum) il faut une
taille d'échantillon d'au moins n

28



2.4 Taille minimum de I'échantillon
pour une précision minimum (2)

Remarques

> si |'écart-type o est connu : le calcul est
identique a celui utilisé pour les
intervalles de variation

» la taille minimum » dépend de
I'écart-type o ou s*
la marge d'erreur maximum e
le niveau (1—a) ou risque o

» la taille minimum » augmente lorsque
I'écart-type o ou s* augmente

le niveau (1—o) augmente
le risque o diminue

la marge d'erreur maximum e diminue
la précision minimum e augmente

» pour X quantitative quelconque
veérifier que la taille n obtenue est
supérieure a 30

29



Exemple variable normale

Exemple : score de stress percu

‘P = { sujets }
X = "score de stress pergu”
variable quantitative

L = moyenne du score inconnue
c = ecart-type du score = 7,5 connu

échantillon de X issu de ‘P de taille n

X ~N(u: 7,5)donc X, ~N(u;%j

»pour n = 25 l'intervalle de confiance a
90% (au risque 10%) du score moyen :

ICqqo, (1) = [X + 25]

la marge derreur a 90% dans
l'estimation du score moyen sur les
échantillons de taille n = 25 est de 2,5

» marge d'erreur @ 90% d'au plus

2 points -
|Cqqoy (1) = [7( +1645 \’m] . [)z +2]
75 757
16456122 n> (1,645 : j _ 38,05

pour que la marge d'erreur a 90%
dans l'estimation du score moyen
n'‘excede pas 2 points il faudra un

échantillon d'au moins 39 sujets
30



Exemple variable quantitative (1)

Exemple : durée de chémage

‘P = { chémeurs francais } N =?

X = "durée de chémage"” (en mois)
variable quantitative
u = duréee moyenne inconnue

{c = ecart-type de la duree inconnu

échantillon de X issu de ‘P de taille n
sin>30alors X, ~ N(p;i)

approx N
on suppose que :
l'écart-type sans biais s* = 2,4 mois

» pour n = 30 l'intervalle de confiance a
90% (au risque 10%) de la durée
moyenne :

la marge d'erreur a 90% dans
l'estimation du score moyen sur les
echantillons de taille n = 30 est de
0,7 mois

» marge d'erreur @ 90% d'au plus 1 mois

1Cgq0, (1) = [X £1]
pour que la marge d'erreur a 90%
dans l'estimation de la durée moyenne
n'‘excede pas 1 mois un éechantillon
d'au moins 30 chémeurs convient
31



Exemple variable quantitative (2)

Exemple : durée de chémage

échantillon de X issu de ‘P de taille n

sin>30alors X, ~ N( ;L)
approx H Jn

on suppose que :
l'écart-type sans biais s* = 2,4 mois

»marge d'erreur a 90% d'au plus
0,5 mois

_ 247
ICaqoy (1) ~ [x +1645 \m} ~[X+05]
24 2 4\?
L > ! —
164522 <05 n> (1,645 o,5j 623

pour que la marge d'erreur a 90%
dans l'estimation de la durée moyenne
n'excede pas 0,5 mois il faut un
echantillon d'au moins 63 chomeurs
(63 > 30)
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Exemple variable quantitative (3)

Exemple : durée de chémage

échantillon de X issu de ‘P de taille n

sin>30alors X, ~ N( ;i)
! approx H Jn

on suppose que :
l'écart-type sans biais s* = 2,4 mois

» pour n = 30 l'intervalle de confiance a
95% (au risque 5%) de la durée

moyenne :  |Cqgo, (L)~ [x +£09]

la marge derreur a 95% dans
l'estimation du score moyen sur les
échantillons de taille n = 30 est de
0,9 mois

»marge d'erreur & 95% d'au plus 0,5

mois
_ 247
ICogoy (1) ~ [x +196 \m} ~[X+05]
2.4 24V
19622 <05 n> (1,96 0’5) _ 885

pour que la marge d'erreur a 95%
dans l'estimation de la durée moyenne
n'‘excede pas 0,5 mois il faut un
echantillon d'au moins 89 chomeurs

(89 > 30)
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Exemple variable quantitative (4)

Exemple : durée de chémage

échantillon de X issu de ‘P de taille n

sin>30alors X, ~ N(u;%j
approx n

on suppose que :
'écart-type sans biais s* = 2,4 mois

»marge d'erreur a 95% d'au plus

0,1 mois
[N [7( +196 2’4} —[x+0/]
o Jn
24 2 4\
L > ! —
19622 <01 n> (1,96 > 1) 22128

pour que la marge d'erreur a 95%
dans l'estimation de la durée moyenne
n'‘excede pas 0,6 mois il faut un
échantillon d'au moins 2213
chémeurs (2213 > 30)
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2.5 Variable normale
d'écart-type inconnu (1)

X variable quantitative de P suit le

modeéle normal | moyenne W inconnue
ccart-type o inconnu

échantillon de X issu de ‘P de taille n

» la moyenne empirique X_ suit une loi

n

normale de moyenne p et d'écart-type o / \n

%N,

— la statistique T suit une loi de Student a

(n—1) degrés de liberte - X —u N
T= S* Tn—l

n

N

— l'intervalle de confiance au niveau (1-o)
ou au risque o de la moyenne L s'écrit :

IC;_, (1) = {f £t STZ} —[% + ]

ou X moyenne observee de X
e marge d'erreur a (1-a)

t,_o quantile d'ordre - Ldelaloi T,

5 35 2




Exemple variable normale (1)

Exemple : score de stress percu

‘P = { sujets }
X = "score de stress pergu”
variable quantitative
L = moyenne du score inconnue
{c = ecart-type du score inconnu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=25

on observe :
le score moyen x =30
l'écart-type sans biais s* = 10

X ~ Mu .5 )donc X ~Cl\f(u;i)

Jn
etT~T,,
a partir des observations faites sur
I'échantillon de taille n = 25 dans quel

intervalle a-t-on une "grande
confiance" de trouver le score moyen?

quelle est la précision dans
l'estimation du score moyen sur
I'échantillon de taille n = 25 ?
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Exemple variable normale (2)

Exemple : score de stress percu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=25

>intervalle de confiance a 90%
(au risque 10%) du score moyen sur
I'échantillon de taille n = 25 :

|C90%(H)= Xt 1595 Sﬁ}

i 10
130 +1711—L
i «/25}

=[30 +3,4]=[266;334]

ou ty95 = 1,711 quantile d'ordre 95%
de laloi T,, (v=24etP =0,10)

on accorde une confiance de 90% au
fait que lintervalle [26,6 ; 33,4]
contienne n le score moyen dans ‘P

la marge d'erreur a 90% dans
l'estimation du score moyen sur
I'échantillon de taille n = 25 est de 3,4
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Exemple variable normale (3)

Exemple : score de stress percu

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=25

>intervalle de confiance a 95%
(au risque 5%) du score moyen sur
I'échantillon de taille n = 25 :

1Cg50, (n)=|x+ to,075 S—\/ﬁ}

i 10
—130+2064—L
i «/25}

=30+ 4,1]=[25,9; 34/1]

ou ty 475 = 2,064 quantile d'ordre 97,5%
de la loi T,, (v =24 et P = 0,05)

on accorde une confiance de 95% au
fait que lintervalle [25,9 ; 34,1]
contienne n le score moyen dans ‘P

la marge d'erreur a 95% dans
l'estimation du score moyen sur
I'échantillon de taille n = 25 est de 4,1
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Table de la loi de Student

Extrait de la table 1 1
v | P=0,90 010 | 005 | 002 | 001
1| 0,158 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,656
2 | 0,142 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925
3 | 0137 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841
4 | 0134 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604
5 | 0,132 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,082
6 | 0,131 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707
7| 0,130 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499
8 | 0,130 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355
9o | 0,129 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250
10 | 0,129 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169
21 | 0127 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831
22 | 0127 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819
23 | 0,127 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807
=) 24 | 0,127 C1,710\(2,064 ) 2,492 | 2,797
25 | 0,127 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787
26 | 0,127 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779
27 | 0,127 1,703 | 2,052 | 2,473 | 2,771
28 | 0,127 1,701 | 2,048 | 2,467 | 2,763
29 | 0,127 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756
30 | 0127 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750
© | 0126 (1,645)|(1,960 | 2,326 | 2,576
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2.5 Variable normale
d'écart-type inconnu (2)

Remarques

I'intervalle de confiance a (1-a) de . :

IC;_, (1) = {x £t STZ} —[% + ]

»e la marge d'erreur a (1-o) dans
l'estimation de la moyenne u varie

» tous les intervalles de confiance de la
moyenne | sont centrés sur x la
moyenne observée sur l'échantillon de
taille n

» l'intervalle de confiance dépend
de la moyenne observée x
de I'écart-type observé sans biais s*
du niveau (1—-a) ou du risque a
de la taille de I'échantillon n

» l'intervalle de confiance ne dépend pas

de la moyenne u de X dans P
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3. Intervalles de confiance
d'une proportion

X variable qualitative dichotomique
de P dans E = { oui, non }

—un parametre

proportion de "oui" = p inconnue dans ‘P

échantillon de X issu de ‘P de taille n

» rechercher un intervalle dans lequel on a
une confiance de (1—a) de trouver la
proportion p a partir des observations de
1'échantillon de taille n

—>cet intervalle est I'intervalle de confiance
de la proportion p au niveau de confiance
(I-a) ou au risque o note IC,__ (p)
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3.1 Rappel : intervalles de
variation d'une fréquence

X variable qualitative dichotomique
de proportion de "oui" p connue dans P

échantillon de X issu de P de taille n > 30
np=Setn(l-p)=5

» la fréquence empirique F_ suit
approximativement un modele normal de
moyenne p et d'€cart-type v p(1-p)/n

P N(p,\/p(l—p)j

approx n

» l'intervalle de variation au niveau (I1—-o) ou
au risque oo de F_ s'écrit :

] —
alf)< | 7 (,/”( )s[psel
2 _|

ou e marge d'erreur a (1—-a.)
Z g quantile d'ordre 1 —% de Z ~ Q\f(O,l)
2
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3.2 Intervalles de confiance
d'une proportion (1)

X variable qualitative dichotomique
de proportion de "oui" p inconnue dans ‘P

échantillon de X issu de P de taille n > 30

— l'intervalle de confiance au niveau (1-o)
ou au risque o de la proportion p s'écrit :

Cralp)~| £ a7, [TET s (s

ou f fréequence observee de "oui"

e marge d'erreur a (1 oc)
g quantile d'ordre 1 -2 de 7~ Q\f(O 1)

2
conditions de validiteé

ICl—a(p): [f; a.fs]
f; borne inférieure de IC,__(p)
nf;>25etn(1-f,)>5

f, borne supérieure de 1C,_,(p)
nf.25etn(l-f,)=5
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3.2 Intervalles de confiance
d'une proportion (2)

Cas particuliers

» intervalle de confiance a 90% ou
au risque 10% de la proportion p :

1Cq09, (P) ~ f * Z95 \/f(l f)}

fi1,645\/f(1n_ f)}

» intervalle de confiance a 95% ou
au risque 5% de la proportion p :

S £2975 \/f(ln_ f)}

:f+1,96\/f(1n_f)}

ou f fréquence observee de "oui"

Q

U

ICys0, (P)

U
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Exemple variable qualitative (1)

Exemple : efficacité d'un traitement

‘P = { enfants atteints de troubles de
l'anxiéte, sous traitement} N = ?
X = "amélioration clinique” : oui, non
variable qualitative dichotomique
p = proportion d'amélioration clinique
inconnue dans ‘P
échantillon de X issu de ‘P de taille
n=63
»la proportion d'amélioration clinique p

est estimée par la fréequence observée
d'amélioration clinique f

f=48/63=0,762

a partir des observations de
I'échantillon de taille n = 63 dans quel
intervalle a-t-on une grande confiance
de trouver la proportion d'amélioration
clinique ?

quelle est la précision de l'estimation
de la proportion d'amélioration clinique
p par la frequence observée f sur
I'échantillon de taille n = 63 ?
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Exemple variable qualitative (2)

Exemple : efficacité d'un traitement

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=63(n=>30)

»>intervalle de confiance a 90%
(au risque 10%) de la proportion
d'amélioration clinique :

I f(-f
|Cgo%(P)z f+2Zygs p }

0,762 + 1,645

U

63
~[0,762 +0,088]=[0,674 ; 0,85]

conditions de validite :
f.=0,674et(1-1,)=0,15
n(1-1,)=63x0,15=9,45>5
doncnf>5 n(1-f)>5etnf,>5

et on peut supposer la normalité de F

0,762 x 0,238}

on accorde une confiance de 90% au
fait que lintervalle [67,4% ; 85%]
contienne p la proportion
d'amélioration clinique dans ‘P

la marge d'erreur a 90% dans
lI'estimation de la proportion

d'amélioration clinique est de 8,8%
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Exemple variable qualitative (3)

Exemple : efficacité d'un traitement

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=63(n=>30)
>intervalle de confiance a 95%

(au risque 5%) de la proportion
d'amélioration clinique :

f(1-f
ICos0,(P) = | F £ Zg 975 \/T}

0,762 x 0,238}

0,762 £ 196

U

63
~ (0,762 + 0,105]=[0,657 ; 0,867

conditions de validite :

f.=0,657 et (1-1,)=0,133
n(1-7)=63x0,133=8,4>5
doncnf>5 n(1-f)>5etnf,>5

et on peut supposer la normalité de F

on accorde une confiance de 95% au
fait que lintervalle [65,7% ; 86,7%]
contienne p la proportion
d'amélioration clinique dans ‘P

la marge derreur a 95% dans
lI'estimation de la proportion

d'amélioration clinique est de 10,5%
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Exemple variable qualitative (4)

Exemple : efficacité d'un traitement
échantillon de X issu de ‘P de taille
n =30 (n=> 30)

»la proportion d'amélioration clinique p
est estimée par la fréquence
d'amélioration observée f

f=23/30=0,767

»intervalle de confiance a 95%
(au risque 5%) de la proportion
d'amélioration clinique :

ICy50, (P) = 0767_196\/0767x0233}

~[0,767 +0,151]=[0,615;0918]

conditions de validite :

f.=0,615 et (1-1,) = 0,082
n(1-17)=30x0,082=25<5
donc on ne peut pas supposer la
normalite de F_

l'intervalle calculé n'est pas valide
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Exemple variable qualitative (5)

Exemple : efficacité d'un traitement

échantillon de X issu de ‘P de taille
n=126 (n=> 30)

> la proportion d'amélioration clinique p
est estimée par la fréquence
d'amélioration observée f

f=96/126 =0,762

»intervalle de confiance a 95%
(au risque 5%) de la proportion
d'ameélioration clinique :

0,/62x 0,238
126

~[0,762 + 0,074]=[0,688 ; 0,836 ]

conditions de validiteé :

f.= 0,688 et (1-f,) = 0,164

n(1-1,) =126x0,164 = 20,7 > 5
doncnf>5 n(1-f)>5etnf,>5

et on peut supposer la normalité de F

on accorde une confiance de 95% au
fait que lintervalle [68,8% ; 83,6%]
contienne p la proportion
d'amélioration clinique dans ‘P

la marge d'erreur a 95% dans
l'estimation de la proportion

d'amélioration clinique est de 7,4%
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Remarques

I'intervalle de confiance a (1-a) de p :

Icl_a(p){fizlg\/f(l,jf)}[fie]

»e la marge d'erreur a (1-o) dans
l'estimation de la proportion p varie

» tous les intervalles de confiance de la
proportion p sont centrés sur f la
fréquence observée sur I'échantillon de
taille n

» l'intervalle de confiance dépend
de la fréquence observée f
du niveau (1-a) ou du risque a
de la taille de I'échantillon n

» l'intervalle de confiance ne dépend pas
de la proportion p dans P
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Interprétation d'un intervalle de
confiance (1)

» une fréquence observée f est variable :
elle change pour chaque ¢chantillon

» un intervalle de confiance est variable :
ses bornes sont variables, changent
pour chaque ¢chantillon de taille n

» les intervalles de confiance au niveau
(1—a) (au risque a) sur les échantillons
de taille n sont tels que :

(1—a)% des intervalles contiennent
la proportion p de "oui" dans ‘P

et

a% des intervalles ne contiennent
pas la proportion p de "oui" dans P
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Interprétation d'un intervalle de
confiance (2)

» les intervalles de confiance au niveau
90% (au risque 10%) sont tels que :

90% des intervalles de confiance a
90% contiennent la proportion p

et

10% des intervalles de confiance a
90% ne contiennent pas |la
proportion p

» par construction, par exemple sur 100
échantillons de taille n de X issus de ‘P,
en moyenne :

90 intervalles de confiance a 90%
contiendront la proportion p

et

10 intervalles de confiance a 90% ne
contiendront pas la proportion p
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Interprétation d'un intervalle de
confiance (3)

pour un intervalle de confiance a (1-o) de
la proportion p, deux possibilités :

soit il contient la proportion p

soit il ne contient pas la proportion p

mais s1 la proportion p est inconnue on ne
sait pas dans quelle situation on se trouve

=>»on accorde une confiance de (I—a) au
fait que Il'intervalle de confiance au
niveau (l-a) de la proportion p
contienne la proportion p

=>1'intervalle de confiance au niveau
(1-a) de la proportion p contient la
proportion p avec un niveau de
confiance de (1—a) (avec un risque o)
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3.3 Précision dans l'estimation
d'une proportion

La demi-longueur e de I'intervalle de
confiance a (1—a) représente la précision a
(1-a) dans l'estimation de la proportion p
sur 1'échantillon de taille », ou la marge

_, [fa=p
e—zlg\/ -

ou z , quantile d'ordre 1—% de Z ~ ’,7\[(0,1)
2

d’erreur au risque o

— la marge d'erreur e dépend de la
fréquence observee f

— pour n fixé, la précision e change lorsque
I'échantillon change

— pour n fixé, plus le niveau (1—-a.)
augmente (le risque a diminue) plus
la marge d'erreur e augmente

— plus la taille de I'échantillon n augmente,

plus la marge d'erreur e diminue
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3.4 Taille minimum de I'échantillon
pour une précision minimum (1)

» Pour controler la marge d'erreur et
obtenir une marge d'erreur a (l-a)
inférieure a e sur l'estimation de la
proportion p
la longueur (amplitude) de l'intervalle
de confiance au niveau (l1—a) ou au
risque a n'excede pas 2e

f-f)
zlg\/ ” <e

—la taille de 1'échantillon » vérifie :

pour une marge d'erreur maximum e
(ou une précision minimum) 1l faut une
taille d'échantillon d'au moins n
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3.4 Taille minimum de I'échantillon
pour une précision minimum (2)

Remarques

» la taille minimum » dépend de
la fréquence observée f de "oui"
la marge d'erreur maximum e
le niveau (1-a) ou risque o

» la taille minimum » augmente lorsque
le produit f(1-f) augmente

le niveau (1—o) augmente
le risque o diminue

la marge d'erreur maximum e diminue
la précision minimum e augmente

» vérifier que pour la taille n obtenue
n>30 nf=>5 n(l-f)=>5
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Exemple variable qualitative (1)

Exemple : efficacité d'un traitement

‘P = { enfants atteints de troubles de
l'anxiéte, sous traitement} N = ?
X = "amélioration clinique” : oui, non
variable qualitative dichotomique
p = proportion d'amélioration clinique
inconnue dans ‘P

échantillon de X issu de ‘P de taille n

on suppose que :
la frequence observée f= 0,762

» pour n = 63 l'intervalle de confiance a
90% (au risque 10%) de la proportion
d'amélioration clinique :

ICqgo, () ~ [0,762 + 0,088]

la marge d'erreur a 90% dans
'estimation de la proportion
d'amélioration clinique est de 8,8%

quelle est la taille minimum de
I'échantillon pour avoir une précision a
90% d'au minimum 10% dans
l'estimation de la proportion
d'amélioration clinique ?
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Exemple variable qualitative (2)

Exemple : efficacité d'un traitement
échantillon de X issu de ‘P de taille n

on suppose que f= 0,762

» marge d'erreur & 90% d'au plus 10%

pour que la marge d'erreur a 90%
dans l'estimation de Ila proportion
d'amélioration clinique n'excede pas
10% un échantillon d'au moins 63
enfants convient

» taille minimum requise
0,762 x 0,238
ICaqey () = [0,762 g4, 0762
~[0762 +0,1)
1,645\/0’762 I>; 0,23 <01

2
n>0762x 0,238( 1645) _ 491

0,1
n=>50> 30
nf=50x 0,762 =38,1> 5
n(1-f) =50 x 0,238 = 11,9> 5

pour que la marge d'erreur a 90%
dans [l'estimation de Ila proportion
d'amélioration clinique n'excede pas
10% il faudra un échantillon d'au

moins 50 enfants
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Exemple variable qualitative (3)

Exemple : efficacité d'un traitement
échantillon de X issu de ‘P de taille n

on suppose que :
la frequence observée f= 0,762

» marge d'erreur @ 90% d'au plus 5%

i 0,762x 0,238
ICqq9, (P)~| 0,762 1,645\/ - }

~[0,762 + 0,05]

<0,05

1,645\/ 0,762 ,>; 0,238

1,645
0,05

2
n > 0,762 x 0,238( j =196,3

n =197 > 30
nf=197 x 0,762 = 150,1 > 5
n(1-f) =197 x 0,238 =46,9> 5

pour que la marge d'erreur a 90%
dans I'estimation de la proportion
d'amélioration clinique n'excede pas
5% il faudra un échantillon d'au moins
197 enfants
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Exemple variable qualitative (4)

Exemple : efficacité d'un traitement
échantillon de X issu de ‘P de taille n

on suppose que :
la frequence observée f= 0,762

» marge d'erreur @ 90% d'au plus 1%

i 0,762 x 0,238
ICqq, (P) | 0,762 + 1,645\/ - }

~[0,762 = 0,01]

<0,01

1,645
0,01

1,645\/ 0,762 :; 0,238

2
n > 0,762 x 0,238( j =4907,5

n = 4908 > 30
nf=4908 x 0,762 > 5
n(1-f) = 4908 x 0,238 > 5

pour que la marge d'erreur a 90%
dans I'estimation de la proportion
d'amélioration clinique n'excede pas
1% il faudra un échantillon d'au moins
4 908 enfants
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