Chapitre 4

DISTRIBUTIONS
D'ECHANTILLONNAGE
et
INTERVALLES DE
VARIATION

Bases de la statistique inférentielle PLPSTAO2
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Chapitre 4 (suite 2)

1. Introduction

2. Estimation d'une moyenne

— Distribution d'échantillonnage
— Intervalles de variation

3. Estimation d'une proportion

— Distribution d'échantillonnage
— Intervalles de variation

4. Estimation d'une variance

— Distribution d'échantillonnage
— Estimation sans biais
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Chapitre 4 (suite 2)

4. Estimation d'une variance

4.1
4.2
4.3

4.4
4.5

4.6

Variable quantitative
Variance empirique : statistique et estimateur

Fluctuations d'échantillonnage de
la variance empirique

exemple théorique

Propriétés de la variance empirique

Variance empirique sans biais ou corrigée
exemple théorique

Propriétés de la variance empirique
sans biais
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4. Estimation d'une variance

X variable quantitative de ‘P dans E

—deux parametres
rmoyenne de X =p connue dans ‘P
variance de X = 6% connue dans ‘P

A

(écart-type de X = o connu dans ‘P)
échantillon de X issu de ‘P de taille n

» ¢tudier les propriétés de 1'estimation
ponctuelle du paramétre variance o? par

{la variance observée s? ou
la variance observée sans biais s2*
sur un échantillon de taille n

» les variances observées s? et s2* varient
d'un échantillon a l'autre

» ¢tudier les variations (fluctuations) des
variances observées s? et s2* sur tous
les échantillons de méme taille n
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4.1 Variable quantitative

Exemple : age des frangais

‘P = { francais recensés en 1999 }

N = 58 520 688

X = "age" (en années)
variable quantitative continue

u = 4ge moyen = 39 connu dans ‘P

{c = écart-type de l'age = 23 connu

dans P

échantillon de X issu de ‘P de taille
n =50

> la variance de I'dge est estimée par
- la variance observée de 'age s?

- la variance observée sans biais
(corrigée) de l'age s?*

quelles valeurs des variances s? et
s2* s'attend-on a observer sur
I'échantillon de taille n = 50 ?
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4.2 Variance empirique :
statistique et estimateur

La variable qui représente toutes les valeurs
observées s> sur tous les échantillons
possibles de taille n est appelée variance
empirique et notée S 2

S 2 est une statistique : une variable
calculee a partir des observations
(X, X5y ..., X,) qui permet de résumer
numeriquement ces observations

les propriétes de la statistique dépendent
de la taille de I'échantillon n

s? est la valeur calculée sur I'échantillon
observeé de taille n : c'est une estimation du
parameétre o?

une estimation est propre a I'échantillon
observé

S 2 est l'ensemble de toutes les estimations
possibles s? sur tous les échantillons de
taille m : c'est un estimateur de o2
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4.3 Fluctuations d'échantillonnage
de la variance empirique

population de tous les échantillons de
taille n

un individu est un échantillon de taille n
2 _ ° ° °
Sn = variance empirique

= variable quantitative définie sur la
population des échantillons de taille n

= deux paramétres | moyenne de S 2
écart-type de S 2

= forme de la distribution (loi) de S ?

» étudier les variations (fluctuations)
de la variance empirique S ?

> étudier la "loi des variances'
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Exemple théorique (1)

Exemple : note a un examen

‘P = { étudiants } N = 3
X = "note a un examen" (en points)

variable quantitative discrete sur
E={01,..20)}

variable X ni | nix N xiz

7 1 V4 49

10 1 10 100

13 1 13 169

total 3 30 318
loi de X

effectif

17 I I I
7 10 13

note

2nx =30 Xnx?=318

deux parameétres connus dans ‘P

U = note moyenne = 10
{02 = variance de la note = 6
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Exemple théorique (2)

Exemple : note a un examen

‘P = { étudiants } N = 3
X = "note a un examen" (en points)

variable quantitative discrete sur
E={01,..20)}
deux parameétres connus dans ‘P

{ u = note moyenne = 10
o2 = variance de la note =6

échantillons de X issu de ‘P de taille
n=2:ilyena9

pour chacun des 9 échantillons
la variance observée s? varie

échantillon| (X4, X2) | X, S, S,’

—

7,7) | 70 | 00 ]o0,00,

(7,10) | 85 | 15 |2,25 \

(7,13) | 10,0 3,0 9,00‘<

10, 7) 8,9 1,5 |[2,25

10, 10) | 10,0 0,0 |0,00

10, 13) | 11,5 1,5 |2,25

13, 10) | 11,5 1,5 |2,25

OO IN|IO || ]WIN

(
(
(
(13,7) | 10,0 3,0 |9,00 ¥
(
(

13, 13) | 13,0 0,0 |0,00
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Exemple théorique (3)

Exemple : note a un examen

population des échantillons de taille
n =2 de taille 9

un individu est un échantillon de
taille n = 2

S,2 = "variance de la note a I'examen”
variable quantitative
distribution (loi) de S.? :
"loi des variances”

variable 822 N N siz
0,00 3 0
(F>225 [ 4]
™ 9 00 2 18
total 9 27
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Exemple théorique (4)

Exemple : note a un examen

population des échantillons de ftaille
n =2 de taille 9

S,? = "variance de la note a I'examen”
variable quantitative

forme de la loi de S,?

lois de 822 etde 822*

effectif
N

4 -
mS,’m S,*
3,
) I
0

2,25 6,75 11,25 13,5 15,75 18

\\ varlanc es notes

\\@

deux parameétres pour la loi de S,?
{moyenne deS,2=27/9=3=02/2
variance de S.?
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4.4 Propriétés de la variance
empirique (1)

» La moyenne de la variance empirique S 2

est égale a ”; |52

—la variance empirique S_? est un
estimateur biaisé de o2
elle sous-estime systématiquement >

—la variance empirique S ? n'est pas un
bon estimateur de ¢

e n"grand" o n"petit"

biais faibl biais élevé

X
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4.4 Propriéetés de la variance
empirique (2)

Exemple : age des francais

‘P = { francais recensés en 1999 }

N = 58 520 688

X = "age" (en années)
variable quantitative continue
deux parameétres connus dans ‘P
u = age moyen = 39 ans

{02 = variance de I'4ge = 23° = 529

échantillon de X issu de ‘P de taille
n =50

> la moyenne de S_? = (49/50) o2
=0,98x529 = 518,42

on S'attend en moyenne a observer une
variance de l'4ge egale a 518,42 sur
I'échantillon de taille n = 50 ; ceftte
quantit¢ change avec la ftaille de

I'échantillon
échantillon de X issu de ‘P de taille
n =100

»la moyenne de S.2 = (99/100) o2
= 0,99x5629 = 523,71

on S'attend en moyenne a observer une
variance de l'4ge egale a 523,71 sur
I'échantillon de taille n = 100
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4.4 Propriétés de la variance

empirique (3)

> Le biais de la variance empirique S _*> dans

I'estimation de o est égala _ O

2

n

—>s1 la taille de I'échantillon n augmente
le biais diminue en se rapprochant de 0

taille de

'échantillon n-1 biais -1 _n_
n n n n-—1
2 0,5 - 0,5 2

10 0,9 - 0,1 1,1111
20 0,95 - 0,05 1,0526
30 0,9667 —0,0333 1,0345
50 0,98 — 0,02 1,0204
100 0,99 — 0,01 1,0101
1000 0,999 — 0,001 1,0010
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4.5 Variance empirique sans biais
ou corrigée (1)

> X variable quantitative définie de P
dans E moyenne de X =
écart-typede X =0
échantillon de X issu de ‘P de taille n
> S_? variance empirique

moyenne de S _? = c*(n—1)/n

> on corrige l'estimateur S _? en définissant

S_2* variance empirique sans biais
variance empirique corrigée
variable quantitative définie sur E

ir= s
n—1

— moyenne de S 2% = ¢*
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Exemple théorique (1)

Exemple : note a un examen

‘P = { étudiants } N = 3
X = "note a un examen" (en points)
variable quantitative discrete sur
E={01,..20)}
deux parameétres connus dans ‘P

{ u = note moyenne = 10
o2 = variance de la note =6

échantillons de X issu de ‘P de taille
n=2:ilyena9
pour chacun des 9 échantillons

la variance observée sans biais s?*
varie

échantillon| (X4, X2) | X, S, | S,

—_—

(7,7) 7,0 |[0,00

0,0
(7,10) | 85 [225 4,53

(7,13) | 10,0 [9,00 |18,0

(10,7) | 85 |[225 | 4,5

(10, 10) | 10,0 [000 | 00

(10,13) [ 11,5 |225 | 4,5%

(13,7) [ 10,0 [9,00 |18,0

(13,10) [ 11,5 | 2,25 4,5

OO IN|IO || ]|IWIN

(13, 13) [ 13,0 |0,00 0,0
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Exemple théorique (2)

Exemple : note a un examen

‘P = { étudiants } N = 3
X = "note a un examen" (en points)
variable quantitative discrete sur
E={01,..20)}
deux parameétres connus dans ‘P
{ u = note moyenne = 10
o2 = variance de la note =6

population des échantillons de taille
n = 2 de taille 9

un individu est un échantillon de
taille n = 2

S,%* = "variance de la note a I'examen”
variable quantitative
distribution (loi) de S,?* :
"loi des variances corrigéees”

variable 822* N N siz*
¥ 0,0 3 0
Q%E—’ 4,5 4 18
™ 18,0 2 36
total 9 54

> ns?* =54
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Exemple théorique (3)

Exemple : note a un examen

population des échantillons de taille
n =2 de taille 9

S,%* = "variance de la note a I'examen”
variable quantitative

forme de la loi de S,?*

lois de 822 etde 822*

effectif
N

4,
mS,’m S,*
3,
) I
0

225 6,75 11,25 13,5 15,75 18

\ variance des notes /

\@/

deux parametres pour la loi de S,?*
moyenne de S,*=54/9 =6 = ¢?
variance de S,%*
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4.6 Propriétés de la variance
empirique sans biais (1)

» La moyenne de la variance empirique sans
i S 2% , Y 2
biais (corrigée) S * est égale a ¢

—la variance empirique S_** est
un estimateur sans biais de o?

—la variance empirique sans biais S _**
est un bon estimateur de la variance o?
de X dans P : il est sans biais et

convergent

e n"grand" e n "petit"
précision elevée précision faible
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4.6 Propriétés de la variance
empirique sans biais (2)

> X variable quantitative définie de P
dans E { moyenne de X = 1
écart-typede X =0
échantillon de X issu de ‘P de taille n

» en pratique, on utilisera :

— la variance observée sans biais $** sur
I'échantillon comme estimation
ponctuelle de c?

— 1'écart-type observé sans biais s* sur
I'échantillon comme estimation

ponctuelle de ©
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4.6 Propriétés de la variance
empirique sans biais (3)

Exemple : age des francais

‘P = { francais recensés en 1999 }
N = 58 520 688
X = "age" (en années)
variable quantitative continue
deux parametres connus dans ‘P
{u = 4ge moyen = 39 ans
o? = variance de l'age = 23% = 529
échantillon de X issu de ‘P de taille
n =50
»la moyenne de S.2 = 518,42
> la moyenne de S, 2* = 52 = 529

on s'attend en moyenne a observer
une variance sans biais (corrigée)
de [l4age egale a 529 sur
I'échantillon de taille n = 50, comme
sur n'importe quel autre échantillon
de taille n quelconque

échantillon de X issu de P de taille
n =100

> la moyenne de S 2 = 523,71

»la moyenne de S 2* = 62 = 529
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